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Zur Quantifizierung der Schwingungsreaktion mechanischer Systeme 387

1 Einleitung

Sédmtliche massebehafteten Konstruktionen stellen
grundsitzlich schwingungsfihige Systeme dar. Erfahren
diese eine Beschleunigung, so wirken neben den duf3eren
Einwirkungen und Lagerkriften dariiber hinaus Mas-
sentrigheitskrifte, die es bei der Dimensionierung zu
beriicksichtigen gilt. Der vorliegende Beitrag umfasst
die Behandlung verbreiteter Schwingungsphdnomene
ausgewdhlter Baukonstruktionen unter Beriicksichti-
gung tieffrequenter globaler Schwingungsformen. Fiir
hoherfrequente kontinuumsmechanische Schwingungs-
effekte sowie fiir Schwingungserscheinungen im Bereich
des Baugrunds oder des Luftschalls wird auf die ein-
schlagige Literatur sowie exemplarisch auf den Beitrag
[6] im Stahlbau-Kalender 2008 verwiesen.

Ziel ist primér, das Verstdndnis fiir dynamische Effekte
zu schdrfen und nicht im Detail auf theoretische Her-
leitungen sowie Feinheiten der programmtechnischen
Umsetzung einzugehen. Wichtig ist den Verfassern je-
doch die Vermittlung grundlegender Zusammenhénge,
die den getibten Leser in die Lage versetzen sollen, we-
sentliche Anforderungen insbesondere an die Modellie-
rung schwingungsfihiger Systeme zu definieren und
darauf aufbauend eine fundierte Wahl eines geeigneten
Rechenansatzes zu treffen. Unter Modellbildung wird
in diesem Zusammenhang zum einen die Uberfiihrung
einer realen Konstruktion in ein mechanisches Ersatz-
modell verstanden, d.h. dessen Beschreibung auf der
Basis von Seil-, Balken-, Platten, Scheiben- oder Scha-
lenmodellen unter besonderer Beriicksichtigung der
vorliegenden Randbedingungen in Auflager- oder Kop-
pelbereichen. Zum anderen zéhlt dazu auch die Wahl
der Losungsmethode fiir das im ersten Schritt gewéhlte
mechanische Modell bzw. das daraus resultierende Dif-
ferenzialgleichungssystem. Dabei kann entweder die
Losung der partiellen Schwingungsdifferenzialglei-
chung eines kontinuierlichen Systems oder eine Diskre-
tisierung des Tragwerkmodells und damit eine Uber-
fihrung in eine gewohnliche Differenzialgleichung
vorgenommen werden. Die daran anschlieBende Lo-
sung der Bewegungsdifferenzialgleichung erfolgt entwe-
der exakt auf der Basis von Faltungsintegralen und
Integral-Transformationsmethoden oder genihert iiber
Reihenansitze oder eine numerische Integration.
Dartiiber hinaus wird neben der vielfach in der Literatur
zu findenden Beschreibung qualitativer Zusammen-
hiange besonders Wert auf die Herausstellung der prak-
tischen Umsetzung sowie der quantitativen Bewertung
von Schwingungssystemen, insbesondere mit Blick auf
die dafiir notwendige Abschitzung maximaler Schwin-
gungsamplituden oder in Unterkonstruktionen weiter-
geleiteten dynamischen Kréfte, gelegt.

Aufgrund des in Teilbereichen eher phdnomenologisch
angelegten Beitrags werden oftmals aufwendige Herlei-
tungen wichtiger mathematischer wie mechanischer
Zusammenhénge nur ansatzweise wiedergegeben oder
werden aufgrund des begrenzten Umfangs ginzlich
ausgespart. Dem interessierten Leser sei hier exempla-

risch fiir die Vielzahl sehr guter Verdffentlichungen fol-
gende subjektive Auswahl an einschligiger Literatur
empfohlen [1, 2, 3, 8].

2 Zur Quantifizierung der
Schwingungsreaktion mechanischer
Systeme

2.1 Freie Schwingungen gedampfter
Einfreiheitsgradsysteme

Einleitend werden die physikalischen Grundlagen des
fiir praktische Belange interessierenden idealisierten
Modells eines schwach geddmpften Einfreiheitsgrad-
schwingers, bestehend aus einem Massenpunkt m [kg],
einem linearen Federelement k [N/m] sowie einem ener-
giedissipierenden Dampfungselement d [Ns/m)] in Erin-
nerung gerufen. Auf die Ableitung dieser idealisierten
ErsatzgroBen fiir reale Baukonstruktionen wird im Ab-
schnitt 3 zur Modellbildung noch niher eingegangen.
Jede noch so komplexe Konstruktion mit linearen Sys-
temeigenschaften kann iiber eine sogenannte modale
Transformation in ein System kinetisch dquivalenter
Einfreiheitsgradsysteme iiberfithrt werden, sodass sich
auf der Basis dieses einfachen Systems bereits eine
ganze Reihe Schwingungen betreffender Fragestellun-
gen dem Grunde nach diskutieren und bewerten lisst.
Wird die statische Ruhelage als Bezugslage gewihlt, so
kann die Wirkung des Eigengewichts aus der Schwin-
gungsuntersuchung eliminiert werden. Vorwiegend auf-
grund mathematischer Gesichtspunkte wird i.d. R. von
einer geschwindigkeitsproportionalen Dampfungskraft
ausgegangen (s. hierzu auch Abschnitt 3.2 zum Ansatz
der Dampfung), was die Losung der zugrunde liegen-
den Schwingungsdifferenzialgleichung fiir die Auslen-
kung u(t),

mii(t) + dut) + ku(t) = p(t) )]

welche aus Gleichgewichtsbetrachtungen am verform-
ten Schwingungssystem ermittelt werden kann, auf der
Basis eines Exponentialansatzes u(t) = Ce™ erlaubt.
Zur Beschreibung der Dampfungseigenschaften exis-
tiert eine Reihe redundanter und ineinander tiberfiihr-
barer Dampfungsparameter (s.a. Tabelle 1), weshalb
hier beim Vergleich entsprechender Literaturquellen
und Angaben besondere Vorsicht geboten ist. Auch
sind die den einzelnen Dampfungskennwerten zugeord-
neten Nomenklaturen nicht einheitlich.

Wird zur Beschreibung des Dampfungsverhaltens die
sogenannte Abklingkonstante 8 = d/2 m herangezogen,
so folgt mit der Eigenkreisfrequenz des zugeordneten
konservativen, d.h. ungeddmpften Schwingungssys-
tems m,> = k/m die Losung der sog. charakteristischen
Gleichung zu

2
Mo=—0+ 32— w3 =08+ <g> -1
0
=5+ |1 - D )
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Tabelle 1. Redundante Parameter geschwindigkeitsproportionaler Dampfung [7]

Dampfungs- Abkling- Grad der kritischen Logarithmisches Verlustfaktor
koeffizient konstante Dampfung Dekrement
c S D A n
¢ bzw. 2 Dykm km
K 2mb 2om o My e ik
I weA n
8= 2m 8 D 4m? + A2 2
D= ¢ i D % n
2 \/ﬁ [or 4m2 + A 2
A= 2mc 2nd 2mD A mm
y/4km — ¢ Joi — &2 J1-D2 1-(n/2)?
C S 2A
n= Jkm nt, = 4m? + A? n

wenn mit D =d/d; =8/ 0, = d/2me, zusitzlich das
sog. Lehr’sche Dampfungsma@, auch als Grad der kri-
tischen Dampfung bezeichnet, eingefiihrt wird. Im All-
gemeinen sind in Abhéngigkeit des Lehr’schen Damp-
fungsmalBes drei mogliche Fille: D<1,D=1und D> 1
zu unterscheiden. Fiir Baukonstruktionen ohne expli-
zite Dampfungselemente ist i.d.R. lediglich der Fall
D <1 von Bedeutung. In diesem Falle stellt die Losung
in Gl. (2) eine komplexe GroBe

A=-5+iop 3)

dar, wobei mit ®p, = {1 — D? die sog. gedimpfte Eigen-
kreisfrequenz bezeichnet wird. Diese ist iiber @ = 2xnf
mit der zugeordneten Eigenfrequenz f = 1/T, der Re-
ziproken der in Sekunden gemessenen Schwingungs-
dauer T verkniipft. Als Schwingungsdauer wird die
Zeitdifferenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden
gleichsinnigen Schwingungsnulldurchgdngen verstan-
den. Wihrend fiir die Félle D = 1 sowie D > 1 lediglich

0.10

0.05

0.00

u(t) [m]

-0.05

— 0=0.15

Bild 1. Homogene Losung fiir vy =1, uy =0

aperiodisch abklingende Bewegungen auftreten, stellen
sich fiir den im Folgenden weiter betrachteten Fall
D < 1 mit der Zeit abklingende Schwingbewegungen
ein. Die allgemeine Losung der Bewegungsdifferenzial-
gleichung (1) folgt dann zu:

u® =e - (C; - sin [opt] + C, - cos [wp1]) )

Werden fiir eine verschwindende dul3ere Anregung nun-
mehr die Anfangsbedingungen u(0) = u, und u(0) = v,
betrachtet, so ergeben sich die Freiwerte der homoge-
Vo + 1,0

®p
und C, =y, sowie die allgemeine Losung zu (Bilder 1
und 2)

u(t) =edt- <

nen Schwingungsdifferenzialgleichung zu C, =

Vo + Uyd

o sin [opt] + u, - cos [U)Dt]> 5)

Schwingungsbewegungen infolge einer definierten An-
fangsauslenkung konnen beispielsweise beim plotzli-

u() [m]

— 06=0.15

Bild 2. Homogene Losung fiir u, = 0,1, v, = 0



Zur Quantifizierung der Schwingungsreaktion mechanischer Systeme 389

chen Versagen eines Tragelements, wie z. B. eines Brii-
ckenhédngers oder der Abspannung einer Vordach-
konstruktion, auftreten. Die dabei anzusetzende
Anfangsauslenkung ist aus der Verformungsdifferenz
zwischen der alten und der neuen Gleichgewichtslage
zu ermitteln. Eine vorgegebene Anfangsgeschwindig-
keit kann hingegen aus einer vorausgegangenen StoB3-
belastung resultieren. Wird die GroBe des eingetrage-
nen Impulses als bekannt vorausgesetzt, so folgt aus
I = m - v schlieBlich die gesuchte Anfangsbedingung
v =1I/m (s. hierzu auch Abschnitt 2.2.4).

Beispiel 1

Als Beispiel soll die Schwingungsreaktion des Haupt-
trigers einer Stabbogenbriicke infolge eines Hingeraus-
falls auf der Basis eines stark vereinfachten mechani-
schen Modells abgeschitzt werden (Bild 3).

Die Kraft in einem Hénger wird vereinfachend zu
55 kN/m - 12 m = 660 kN angenommen. Werden fiir
die Abschitzung der Anfangsauslenkung die mit einem
Héngerausfall verbundenen globalen Verformungen
des Bogens sowie der Hianger im ersten Schritt vernach-
lassigt, so wird sich die tatsdchliche Losung zwischen
den Grenzwerten eines beidseitig gelenkig gelagerten
und eines beidseitig biegesteif eingespannten Einfeld-
trigers mit einer Spannweite von 24 m bewegen. Fiir
diese Grenzwerte folgen die Durchbiegungen in Feld-
mitte infolge der in entgegengesetzter Richtung aufge-
brachten Hangerkraft F = 660 kN bei Anwendung
einschldgiger Tabellenwerke, zu

FL3 660 kN - 24003 cm?

W= IREl 481,80 BllkNem? 00 cm
fiir eine gelenkige Lagerung und

216 kN - 24003cm?
w=192= =0,24 cm

192 - 1,89 E11kNem?

fiir den beidseitig eingespannten Fall.

Werden die in Abschnitt 3.1 aufgefithrten Werte fiir die
modalen GroBen herangezogen, so folgen die modale
Masse sowie die modale Steifigkeit zu

43 El 48210 E9-9E-2

Kyetenk =73 LYE = 65,62 E6 N/m
Myeen = 0,5 mL = 0,5 - 5500 - 24 = 66000 kg

192 E1
keingespanm = L3 =262 E6 N/m

Mgepen = 0,4 mL = 0,4 - 5500 - 24 = 52800 kg

Die zur Grundschwingform gehorigen Eigenfrequen-

1 [k
zen f = D _ X ergeben sich fiir die beiden Fille
2n  2m\m
1 [65,62E6 .
20 f gy = 37\ 66000 — 5,02 Hz sowie
1 [262 E6 . )
f eingespannt = 37\ 5300 = 11,2 Hz. Wird pauschal ein

logarithmisches Dampfungsdekrement von A = 0,1 un-
terstellt, so folgt die Abklingkonstante fiir die erste Bie-

W;

G A
seitig gelenkig gelagerte Ersatzmodell zu 8y = 0,5
sowie fiir den beidseitig eingespannten Fall zu
eingespannt = 1,12. Damit resultieren die Schwingungs-
antworten des Haupttrigers infolge eines plotzlichen
Héngerausfalls (Bild 4) gemal Gl. (5) zu

geeigenform zu §; = und somit fiir das beid-

0+0,0096 - 0,5

Ugelen (t):eio'ﬁ'
gelenk ( 215,02

-sin[2 - - 5,02 ¢]
+0,0096 - cos[2 - - 5,02 {] >

und
0+0,0024 - 1,12

Ugingesp (D) = 711120 < SRE IR VIR sin[2-m- 11,2 ]

+0,0024 - cos[2 - m- 11,2 t])

Bild 3. Stabbogenbriicke und statische Ersatzsysteme — KenngréBen des Haupttragers: El = 1,89 E11 kNcm?, m = 5500 kg/m,

Héngerabstand L = 12 m



390 6 Schwingungsverhalten ausgewahlter Baukonstruktionen

Bild 4. Schwingungsreaktion infolge eines Hangerausfalls

Insbesondere interessiert in diesem Zusammenhang
hiufig die Antwort auf die Frage nach der Schwin-
gungsauslenkung tliber die statische Ruhelage hinaus.
Wie aus obiger Uberlegung ableitbar, stellt sich das so-
genannte Uberschwingen fiir Systeme mit geringer
Diampfung in derselben GroBenordnung wie die An-
fangsauslenkung ein. Das bedeutet, dass an dieser
Stelle mindestens ein baulicher Sicherheitsabstand in
der Hohe der doppelten statischen Durchbiegungsdiffe-
renz der beiden Systeme vorgehalten werden muss.

Erwidhnenswert ist an dieser Stelle, dass infolge wp, =
y1 - D? und Tp, = 2n/ oy, die Eigenschwingzeit des ge-
dampften Systems stets groBer als die des zugeordneten
ungeddmpften Systems ist. Aufgrund der meist gerin-
gen Dampfung iblicher Baukonstruktionen D <1
kann dieser Umstand jedoch hiufig vernachléssigt und
mit ausreichender Genauigkeit o, = ®, gesetzt werden.
Wird das Verhéltnis aufeinanderfolgender Maximal-
ausschldge einer harmonischen Schwingbewegung ge-
bildet, so folgt mit dem sog. Logarithmischen Ddmp-
fungsdekrement A:

0.5

. AAAAAAAAAA/
A

0.0 05 10 15 20 25 30
t[s]

u(t) [-]

0.5+

u(t) Exp[-6t]

Bild 5. Ausschwingkurve einer harmonischen Schwing-
bewegung

L by pgy,

itk

A )
ln<Aim>—2~n~n‘m—D—A~n (6)

Auf diese Weise lassen sich vergleichsweise einfach
Déampfungswerte aus gemessenen Schwingungsampli-
tuden ermitteln (Bild 5). Bei geringen Dampfungseigen-
schaften empfiehlt sich die Betrachtung hoherer Werte
flir n, z. B. 5 oder 10 oder eine Mittelung mehrerer auf
diese Weise ermittelter Parameter, um nie vermeidbare
Fehler infolge von Ableseungenauigkeiten zu reduzie-
ren.

2.2 Erzwungene Schwingungen gedampfter
Einfreiheitsgradsysteme

2.2.1 Harmonische Anregung

Die einfachste Form der erzwungenen Schwingungsan-
regung stellt eine harmonische, d. h. sinusformige An-
regung dar. Diese mathematische Idealisierung kann
mit zumindest ndherungsweise zutreffenden Resultaten
auf viele Aufgaben der Dynamik angewandt werden,
wie zum Beispiel unwuchterregte Beanspruchungen ro-
tierender Bauteilkomponenten. Je nachdem, ob eine
Krafterregung mit Angriffspunkt an der schwingenden
Masse oder eine sog. FuBpunkterregung als harmoni-
sche Verschiebung des Auflagerpunkts vorliegt, kann
die Einwirkung als

Ft) =F,-sin(Qt) bzw.

UR(t) = U - sin(Qt) 7
dargestellt werden. Die Schwingungsdifferenzialglei-
chung (1) folgt dann mit dem Ansatz in Gl. (7) zu
mii(t) + du(t) + ku(t) = F, - sin(Qt) 8)

Die Losung dieser inhomogenen Differenzialgleichung
kann durch die Superposition der homogenen Losung
gemdl Gl. (5) und des noch zu ermittelnden Partikular-
anteils zu w, = w, + w,, ermittelt werden. Wird zur
Bestimmung der Partikularantwort ein entsprechender
Ansatz in der Form

w0 = A - sin(Qt — o)) ©)

zugrunde gelegt, wobei Q die Erregerkreisfrequenz und
o den sog. Phasenversatz der Schwingungsantwort dar-
stellen, so folgen fiir die unbekannte Amplitude A und
den Phasenversatz o

F
A=V QW= VQ)"
FO

k- mp Q@ (10
und
Q-d
tan(o) Zm (11)
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Wird im ersten Schritt lediglich der sogenannte einge-
schwungene Zustand betrachtet, d. h. ausschlieBlich die
Partikularlésung zugrunde gelegt, so lassen sich die
Verhiltnisse sehr anschaulich diskutieren, wenn das so-
genannte Frequenzverhiltnis = Q/®, und die Ver-
groBerungsfunktion V(1) = A/ wg,, als Verhiltnis der
dynamischen Schwingungsamplitude zur statischen
Auslenkung wg, = F/k betrachtet werden (Bilder 6
und 7). Die VergroBerung fiir krafterregte Systeme folgt
dann aus Gl. (10) in dimensionsloser Form zu

V() = A 1
n _Wslat_\j(l—n2)2+(2~D~n)2
1
= 12
e (12)

-_n2 4y —
o=

Fiir den Fall einer resonanten Anregung, d.h., dass
Q gegen o, strebt, kann der Maximalwert der Ver-
groBerungsfunktion fiir kleine Werte von Lambda zu

60 -

50

40

20

nl-l

N=0.075 -------- A=0.1 -=-=- - N=0.2

N=0.05

Bild 6. VergroBerungsfunktionen in Abhangigkeit des
logarithmischen Dampfungsdekrements (geringe Dampfung)

v(n)

D=0.01

Bild 8. Phasenwinkel fiir ausgewéhlte Grade der kritischen
Dampfung

V(M =1)=mn/A abgeschitzt werden. Daraus wird er-
sichtlich, dass fiir iibliche Ddmpfungswerte von A =
0,01 bis 0,1 dynamische Uberhohungsfaktoren von 314
bzw. 31,4 auftreten und es auch bereits bei sehr geringen
Krafteinwirkungen zu merklichen und oftmals bemes-
sungsmalgebenden Schwingungsreaktionen kommen
kann.

Beispiel 2

Als anschauliches Beispiel fiir einen stationdren Schwin-
gungszustand soll eine aufgestdnderte Maschinenkon-
struktion, beispielsweise ein Getriebe- oder Turbinen-
prifstand, unter Zugrundelegung zweier unterschiedli-
cher Aussteifungssysteme diskutiert werden. Die in den
Bildern 10 und 11 dargestellte Konstruktion mit einer
Hohe von 5,0 m wird durch die Unwucht rotierender
Bauteile zu Schwingungen angeregt.

Die Gesamtmasse der betrachteten Anlage (Maschi-
nenbauteile und Unterkonstruktion) betrage 2800 kg

—— N=0.6

Bild 7. VergroBerungsfunktionen in Abhangigkeit des
logarithmischen Dampfungsdekrements (hohe Démpfung)

Bild 9. Mechanisches Modell eines
Einfreiheitsgradschwingers
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EA . 21000 - 7,07
ky = 7eos (o)?sin(o) = S0

=105kN/cm

cos (45)?sin(45)

Bild 10. Aussteifung Gber Diagonalverband, Zugstrebe
d = 30 mm, harmonische Vertikalkraft aus Unwucht nicht
betrachtet

und die Unwucht M, wird mit 50 kg beriicksichtigt.
Werden lediglich die horizontalen Schwingbewegungen
der Gesamtkonstruktion betrachtet, was aufgrund der
stark unterschiedlichen Steifigkeiten der Priifstandkon-
struktion in vertikaler und horizontaler Richtung ge-
rechtfertigt ist, so folgt die harmonische Horizontal-
kraft in Abhdngigkeit der Rotationsgeschwindigkeit zu

Fu® =M, -e- Q? sin(Qt) (13)

Wobei mit e die Exzentrizitdt der Unwuchtmasse und
mit Q =2 ©n/60 die Kreisfrequenz der mit n Umdre-
hungen pro Minute rotierenden Masse bezeichnet wer-
den.

Mit obigen Ersatzsteifigkeiten folgen die Eigenfrequen-

1 |k
zen f = -—1— fiir das System mit Diagonalverband
21 \m

bzw. Aussteifungsrahmen zu 9,75 Hz bzw. 5,3 Hz. Bei
einer Rotationsgeschwindigkeit von 600 U/min sowie
einer wirksamen Exzentrizitit der Unwuchtmasse von
10 cm ergibt sich eine schwingungsanfachende har-
monische Horizontalkraft F(t)=50-0,1 - 62,83 -
c0s(62,83 - t) = 19738 N - cos(62,83 - t). Die daraus re-
sultierenden Schwingungsamplituden konnen fiir den
stationdren, d.h. eingeschwungenen Zustand tber
Gl. (10) ermittelt werden. Mit einem logarithmischen
Déampfungsdekrement von A = 0,1 und somit

=2965,2 Ns/m

3Bl _3-21000 - 30820

BT 5003
=31kN/cm

Ky

Bild 11. Aussteifung Uiber Rahmentragwirkung, zwei HEB-320-
Stiele mit einem unendlich steif angenommenen Rahmenriegel,
harmonische Vertikalkraft aus Unwucht nicht betrachtet

stellen sich die Maximalamplituden zu
Fy
V(k - Q2 - m)?+ Q2. @2
3 19738
- \/(3100000 —62,83%-2800)% + 62,832 - 2965,22)

=0,00248 m

fiir das Rahmensystem sowie

km 10500000 - 2800
dZZAV4n2+A2 =2-0.1- "4 ro.12
=5457,2 Ns/m und

A FO
Yk — Q2 m)?+ Q2 d2
~ 19738
(10500000 — 62,832 - 2800)* + 62,832 - 5457,2?)
=0,0303 m

fir das System mit der Diagonalverbandsaussteifung
ein. Bei einem Vergleich obiger Maximalschwingungs-
amplituden sowie der in den Bildern 12 und 13 darge-
stellten VergroBerungsfunktionen mit den hervorgeho-
benen Frequenzverhéltnissen 1gip0, = 10 Hz/9,75 Hz =
1,026 und Mgupmen = 10 Hz/5,3 Hz = 1,89 sowie den
zugehorigen Werten V(1,026) = 16,14 und V(1,89) =04
wird veranschaulicht, dass das vermeintlich steifere
Aussteifungssystem aufgrund der resonanzidhnlichen
Anregung ca. 10-fach groflere Horizontalschwingungs-
amplituden zur Folge hat.
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v(n)

0.5

nl-]
— N=0.1

Bild 12. VergroBerungsfunktion logarithmische Darstellung

Dariiber hinaus soll auf der Basis der Bilder 12 und 13
verdeutlicht werden, dass die Darstellung der VergroBe-
rungsfunktion in logarithmischem MaBstab insbeson-
dere im Falle geringer Systemddampfung deutlich vor-
teilhafter sein kann.

Der Phasenwinkel o (Bild 8) ist ein MaB fiir das Nach-
eilen der Schwingungsantwort u(t) auf die mit der Er-
regerkreisfrequenz Q ablaufende anregende Kraft F(t).
Fir o > 0 werden die maximalen Schwingungsaus-
schlidge erst mit einem zeitlichen Versatz zur maximalen
Kraftamplitude erreicht. Dies trifft fiir sog. hoch abge-
stimmte Systeme mit 1 < 1 und somit Q < ®, zu, wobei
fir n — 0 auch o — 0 strebt und die maximalen
Schwingungsamplituden zeitgleich zur maximalen
Kraftamplitude auftreten (statischer Grenzfall). Im
Falle eines tiefabgestimmten Systems fiir N — oo betragt
der Phasenversatz o = m, d. h., das System schwingt in
Gegenphase. Zu erwihnen ist weiterhin der Umstand,

30+

25

— N=0.1

Bild 13. VergroBerungsfunktion lineare Darstellung

dass die VergroBerungsfunktion fiir < y2 stets > 1 ist,
und fiir groBere Frequenzverhiltnisse < 1 wird und ge-
gen 0 strebt. Es liegt dann ein sogenanntes massedomi-
niertes System vor, bei dem die Massentrédgheitskraft so
grof3 ist, dass die hochfrequente Kraftanregung das
System nicht mehr nennenswert zum Schwingen anre-
gen kann. Aus dieser Betrachtung kann die augenfillige
Schlussfolgerung gezogen werden, dass Maschinenfun-
damente oder Unterkonstruktionen von Maschinen
tief abgestimmt, d.h. Qy,cpune >> ©) gewihlt werden
sollte, da damit die in die Unterkonstruktion eingetra-
genen Krifte deutlich kleiner als bei einer Hochabstim-
mung ausfallen (Bild 14). Jedoch ist dabei die unaus-
weichliche Tatsache zu beachten, dass beim Anfahren
und Abschalten der Maschinen der Resonanzbereich
durchfahren werden muss. Nur beim Durchfahren die-
ses kritischen Bereichs Qjequne = @ in hinreichend
kurzer Zeit kann erreicht werden, dass die resultieren-
den Schwingungsamplituden innerhalb vertretbarer
Grenzen bleiben.

Bild 14. Schematische Darstellung unterschiedlicher Abstimmungsméglichkeiten fiir Maschinenfundamente [2]
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2.2.2 Einschwingvorgange

Auch wenn hiufig nur die stationdre Losung des einge-
schwungenen Zustands betrachtet wird, so kdnnen
durchaus auch wihrend der Einschwingvorgénge be-
messungsmalgebende Schwingungsantworten auf-
treten. Ist die mit der homogenen Losung der Differen-
zialgleichung zu beschreibende Reaktion noch nicht
abgeklungen, folgt die Gesamtlosung der Schwingungs-
antwort aus einer Superposition derselben mit der so-
eben diskutierten Partikularldsung.

u(®) = e (C, - sinfopt] + C, - cos[opt]) + A
- sin[Qt — o] (14)

Die Freiwerte C; und C, sind in Abhéngigkeit der An-
fangsbedingungen u, und v, zu bestimmen und folgen
zu
—duy—vy,+ A ocos[o] — A J sin[o]
Op

C, =u, + A sin[o] (15)

C =

Wie aus den vollstandigen Schwingungsantworten in
Bild 15 zu erkennen, hat das Dampfungsverhalten der
Konstruktion nicht nur einen Einfluss auf das Abklin-

=0.1

u(t) - A

=0.1

u(t) - A

tls]

— n=02 — n=04 — n=0.6

gen der homogenen Losung infolge vorgegebener
Randbedingungen (in obigen Beispielen u,= v, = 0),
sondern auch auf die erforderliche Anzahl an Schwin-
gungszyklen, die fiir das Aufschaukeln im Resonanzfall
erforderlich sind. Dies bedeutet, dass neben den dyna-
mischen Uberhdhungen auch die Anzahl der Schwin-
gungszyklen bis zum Erreichen der maximalen Schwin-
gungsamplitude mit sinkender Strukturdimpfung an-
steigen.

Wenn fiir die dem Beispiel 2 zugrunde liegende Konfi-
guration der Einschwingvorgang beriicksichtigt wird
und der zeitliche Verlauf der Umdrehungsgeschwindig-
keit bekannt ist, lasst sich daraus iiber Gl. (13) der zu-
gehorige Zeitverlauf der interessierenden Horizontal-
kraft ermitteln. Da es sich jedoch um einen instationé-
ren, d.h. zeitlich verdnderlichen Anregungsprozess
handelt, sind fiir die Beurteilung des Einschwingvor-
gangs weitere Uberlegungen erforderlich (s. hierzu die
Fortsetzung zu Beispiel 2).

Im Falle einer harmonischen FuBlpunkterregung ug(t)
=W, -sin(Q - t) kann die Bewegungsdifferenzialglei-
chung zum einen fiir die Relativverschiebungen zwi-
schen Massenpunkt und FuBpunkt u/(t) formuliert
werden zu

=0.4

u(t) - A

=0.4

u(t) - A

tls]

— n=02 — n=04 — n=0.6

Bild 15. Exemplarische Darstellung von Einschwingvorgangen fiir unterschiedliche Dampfungsparameter sowie unterschiedliche

Frequenzverhaltnisse
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Bild 16. VergroBerungsfunktion fiir ein fuBpunkterregtes
System

mii(t) + du ) + ku () =wy-m- Q%sin(Q-t)  (16)

Damit folgt die Partikularlésung in analoger Weise zu
WD =A, -sin(Q -t — o), wobei sich die VergdBe-
rungsfunktion und der Phasenversatz zu

Vin) = o -
Yoo (1-n)+@2-D-np
Q-d
S tano s an
ergeben.

Zum anderen kann auch mit den absoluten Schwin-
gungskoordinaten, bezogen auf die statische Ruhelage
des Massenpunkts, gearbeitet werden. Dann folgt eine
zur FuBpunkterregung dquivalente Kraftanregung zu
p® =k - up®) +d - upt), womit die Behandlung ana-
log zu einem herkdmmlichen krafterregten System er-
folgen kann (Bilder 16 und 17).

2.2.3  Periodische Anregung

Jede beliebige periodische Anregungsfunktion kann,
wie nachfolgend noch gezeigt wird, durch eine Summe
einzelner harmonischer Funktionen F)=F, -
sin(Q, - t) + F, - sin(Q, - t) + ... dargestellt werden. Li-
neare Systemeigenschaften vorausgesetzt, kann die da-
raus resultierende stationdre Schwingungsantwort
durch eine Superposition der zugehdrigen Einzellosun-
gen w,()=C, -sin(Q t—o,)+C,-sin(Q,t - o)
+ ... zusammengesetzt werden, wobei die jeweiligen
Schwingungsamplituden sowie Phasenverschiebungen
zu

— Fi
Dk -me?)?+(d- o)
dQ
tan(oci) = m (18)

ermittelt werden konnen.

Bild 17. Mechanisches Modell eines fuBpunkterregten
Einfreiheitsgradsystems

Die Zerlegung einer beliebigen periodischen Funktion
mit einer endlichen Periodendauer T kann stets als so-
genannte Fourier-Reihe dargestellt werden:

19)
Q =1Q,
2n
QO = T

Die Koeffizienten der Fourier-Reihe folgen zu

2T .
F,= To/ F(v - sin(Q, t)dt
_ 27T
F,= To/ F(t) - cos(Q, t)dt

1T
Fo=7 Oj F(tdt

Im Falle einer mittelwertfreien Funktion verschwindet
F, und je nach Symmetrie oder Antimetrie der Belas-
tungsfunktion entfallen (sdmtliche) Sinus- und Cosi-
nus-Reihenglieder.

Wie aus den exemplarisch dargestellten Beispielen in
Bild 18 zu erkennen, steigt die Genauigkeit der Appro-
ximation mit der Anzahl der Reihenglieder, wobei ein
gewisses ,,Uberschwingen® im Bereich sprungartiger
Belastungsfunktionen nicht vermeidbar ist.

Wie bereits dargelegt, lasst sich die Schwingungsant-
wort des betrachteten Einfreiheitsgradsystems auf eine
beliebige periodische Kraftanregung aus der Superpo-
sition der Einzelantworten auf die durch eine Fou-
rier-Reihen-Zerlegung gewonnenen harmonischen An-
regungsfunktionen gewinnen. Dazu sind in einem ers-
ten Schritt die Vorfaktoren sowie die zugehorigen
Phasenwinkel geméf Gl. (18) zu bestimmen. Dabei ist
der Definitionsbereich der Tangensfunktion —m/2 < o <
/2 zu beachten und eine abschnittsweise Definition
des Phasenwinkels o erforderlich:
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2.0 A
1.0
0.8 15
0.6
= = 10
w w
04
05
0.2
0.0 0.0
. . . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
t t
— F(t) — N=5 — N=20 — F(t) — N=5 — N=20

F(t)
F(t)

— F(t) — N=5 — N=20 — N=100 — F(t) — N=5 — N=20 — N=100

Bild 18. Rechteckige und sagezahnformige periodische Belastungsfunktionen sowie deren Néherung auf der Basis einer Fourier-Reihe
unter Zugrundelegung einer unterschiedlichen Anzahl an Reihengliedern

Tabelle 2. Ausgewahlte periodische Belastungsfunktionen sowie zugehérige Fourier-Reihenglieder [2]
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diQ, L k
arc tan [m] fir iQ,< \j;
05 =1 g fir iQ,>1— (20)

t dis, +r fir iQ,> k
arc tan K= m(iQy)? nofir i >4
Ausgehend von den Gln. (18) und (19) kann schlieB8lich
die Schwingungsantwort zu

g

Z
= v v
g \ V
2000 -
-4000 -
-6000 -
o R R R -
0 2 4 6 8 10
t[s]

Bild 19. Zeitlicher Verlauf der Kraftanregung
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Bild 21. Diskretes Amplitudenspektrum der Kraftanregung
(Fourier-Koeffizienten)
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Bild 23. Phasenwinkel o zwischen der Kraftanregung und der
Schwingungsantwort

F N
u® =32+ 3C; - sin(i - Q- t - )
=1

+ 3¢, cosli- Q- t— ) @1
=1
ermittelt werden.
In den Bildern 19 bis 24 sind die Schwingungsantwor-
ten eines Einmassenschwingers mit den Parametern
m = 100 kg, k = 10000 N/m, d = 300 Ns/m dargestellt.
Wird als Kraftanregung eine aus einzelnen Harmoni-

u(t) [m]

t[s]

Bild 20. Zeitlicher Verlauf der Schwingungsreaktion

i S A S S A

0.4 - °
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i

Bild 22. Diskretes Amplitudenspektrum der Schwingungs-
reaktion (Fourier-Koeffizienten)
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Bild 24. VergroBerungsfunktion des zugrunde liegenden
EFG-Systems
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0.00015 -

0.00010

0.00005 -

u(t) [m]

s i
I

0 2 4 6 8 10
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-0.00005 -
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Bild 25. Schwingungsantwort fiir EFG-System mit
d =100 Ns/m

schen zusammengesetzte Kraftanregung gemaf folgen-
der Formulierung

F(t) = 3000 sin(t) + 12 sin(14 t + 1t/6) + 3000 cos(5 t)
+ 2000 cos(mt/6 — 4 t) + 1300 cos(m/6 — 10 t)

betrachtet, so zeigt sich deren zeitlicher Verlauf sowie
die daraus resultierende Schwingungsbeanspruchung
wie dargestellt.

Dabei wurden neben den Zeitverlaufen der Anregung
und der Schwingungsantwort auch die jeweils zugeho-
rigen Werte fiir die einzelnen Fourier-Koeffizienten der
zugehorigen Reihen dargestellt. Man spricht hier auch
von sog. diskreten Fourier-Spektren. Dabei wird deut-
lich, dass aufgrund des durch die VergroBerungsfunk-
tion definierten Ubertragungsverhaltens die Anre-
gungsfrequenzen in der Nihe der Eigenkreisfrequenz
eine viel groBere Verstirkung erfahren als jene weitab
davon. Jedes Schwingungssystem kann somit als Filter
betrachtet werden, bei dem die meiste Schwingungs-
energie im Bereich der Eigenschwingfrequenzen iiber-
tragen wird. Des Weiteren wurden auch die jeweiligen
Phasenwinkel o dargestellt. Entscheidend ist, dass ne-
ben der Information des Amplitudenspektrums stets
auch die Information iiber den zugehorigen Phasenver-
satz notwendig ist, um die korrekte Schwingungsant-
wort zu ermittelt.

Als weiteres Beispiel werden Rechteckimpulse mit einer
Impulsdauer von 2 Sekunden sowie einer Perioden-
dauer von 5 Sekunden und einer Krafteinwirkung von
jeweils 1000 N gewéhlt.

Wihrend fiir das gering geddmpfte System (d =
100 Ns/m) in Bild 25 eine deutliche Beeinflussung der
einzelnen Impulse erkennbar wird, ist die Schwingungs-
antwort im Falle des stiarker gedimpften Systems (d =
500 Ns/m, Bild 26) beinahe vollstindig abgeklungen,
bevor der nichste Kraftimpuls beginnt.

Wird hier gedanklich die Periodendauer T gegen un-
endlich vergroBert, so kdnnen neben periodischen auch
sognannte transiente Belastungsfunktionen behandelt
werden. Dabei wird aus den eben beschriebenen diskre-
ten Fourier-Reihen im Grenziibergang das sogenannte
Fourier-Integral und die diskreten Spektrallinien ver-

0.00015 -
0.00010 -

0.00005 -

0.00000 - /\

u(t) [m]

N~

-0.00005 *, . (- R I PR B .
0 2 4 6 8 10

t[s]

Bild 26. Schwingungsantwort fiir EFG-System mit
d =500 Ns/m

dichten sich zu einem kontinuierlichen Frequenzspek-
trum (s.a. Abschnitt 2.2.4).

2.2.4 Transiente Anregung — StoBbelastung

Transiente, d.h. stoBartige, Beanspruchungen haben
eine groB3e Bedeutung flir vielerlei praktische Fragestel-
Iungen. Strebt bei einer Sto3beanspruchung im Grenz-
iibergang die Krafteinwirkung gegen unendlich und
gleichzeitig die Einwirkungsdauer gegen null, so liegt
ein massedominiertes Schwingungssystem vor und Fe-
der- und Déampferkrifte sind ohne Belang. Die Ge-
schwindigkeit der dann als frei zu betrachtenden Masse
kann unmittelbar tiber den Impulssatz zu v = I;/m be-
stimmt werden. Aus der homogenen Ld&sung der
Schwingungsdifferenzialgleichung (5) folgt dann fiir
uy=0und v, = [;/m

1
0 _e-dtsin(wpt) (22)

u® = mop

was fiir den Fall I; = 1 auch als Impulsreaktionsfunk-
tion h(t) bezeichnet wird (s. Bild 27).

Analog zur Vorgehensweise fiir periodische Anregun-
gen, kann auch die Antwort auf transiente Beanspru-
chungen — wiederum lineare Systemeigenschaften vor-
ausgesetzt — durch eine Superposition der Antworten
auf eine unendliche Reihe von Einzelimpulsen zusam-
mengesetzt werden. Durch den Grenziibergang dt ge-
gen null wird aus der Summe der Fourier-Reihe nun-
mehr ein Integral, das sog. Duhamel-Integral:

ut) = j F(1) - h(t — t)dt (23)
0

In Bild 28 ist die Schwingungsantwort auf die Kraftan-
regung gemal Bild 19 einmal unter Zugrundelegung
der diskreten Fourier-Reihe sowie einmal unter Anwen-
dung des Duhamel-Integrals dargestellt. Anhand dieser
Gegentiberstellung wird ein fundamentaler Unterschied
zwischen den beiden Losungen und Vorgehensweisen
deutlich. Da die Fourier-Reihe ausschlieBlich fiir perio-
dische Prozesse definiert ist, kann damit lediglich der
stationdre, d.h. eingeschwungene Zustand abgebildet
werden. Oder mit anderen Worten, es wird stillschwei-
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h(t)

t[s]
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Bild 27. Exemplarische Impulsreaktionsfunktionen fiir unter-
schiedliche Dampfungsparameter
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Bild 29. Schwingungsreaktion eines EFG-Systems auf eine
stoBartige Beanspruchung

gend unterstellt, dass die Belastung bei t = —eo begonnen
hat und bis +eo andauert.

Fiir das Duhamel-Integral, das ja gerade eingefiihrt
wurde, um die Schwingungsantwort auf transiente Be-
anspruchungen zu bestimmen, ist diese Einschrinkung
nicht erforderlich und es wird die exakte Losung unter
Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen u, = 0 und
vy = 0 ermittelt. Nach dem Abklingen der homogenen

60 -

40 -

20— 3

S S S S (S S|
0 2 4 6 8 10 12

t[sec]
—— T=10sec —— T=3sec
U/min

Bild 30. Zeitlicher Verlauf der Rotationsfrequenz o = 2m 0

u(t)
—
B

—
—

Duhamel-Integral ----- Fourier-Reihe

Bild 28. Schwingungsantwort eines EFG-Systems auf eine
periodische Anregung

Losung stimmen die hier gefundenen Losungen exakt
iiberein. Exakt deshalb, weil es sich um eine periodische
Funktion handelt und diese — eine ausreichende Anzahl
von Fourier-Reihengliedern vorausgesetzt — exakt
durch die diskrete Fourier-Reihe wiedergegeben wird.
Betrachtet man hingegen die RechteckstoB3belastung
die auch Bild 25 und Bild 26 zugrunde gelegt wurde, so
stellt der Reihenansatz nur noch eine Naherung im Ver-
gleich zur exakten Losung des Duhamel-Integrals dar
(vgl. Bild 29).

Fortsetzung zu Beispiel 2

Nunmehr sind sdmtliche erforderliche Grundlagen be-
kannt, um den Einschwingvorgang der unter Beispiel 2
betrachteten Konfiguration (hier System mit der Rah-
menaussteifung) zu ermitteln. Dazu wird im ersten
Schritt der zeitliche Verlauf der unwuchtbedingten Ho-
rizontalkraft ermittelt. Wird die Steigerung der Umdre-
hungsgeschwindigkeit von null auf den Maximalwert
von 600 U/min in 5 bzw. 10 Sekunden mit der Funk-
tion einer Sinus-Viertelwelle abgebildet, so zeigt die
Horizontalkraft den in den Bildern 30 und 31 darge-
stellten Verlauf.

20000
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Fht)
o

-10000

-20000 -

I
0 2 4 6 8 10 12

t [sec]
—— T=10sec —— T=3sec

Bild 31. Verlauf der unwuchtbedingten Horizontalkraft
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u(t) [m]

t[sec]

Bild 32. Horizontalschwingungsamplituden fiir eine Anfahr-
dauer von T = 10 Sekunden

Wie aus der Gegeniiberstellung der Horizontalschwin-
gungsamplituden in Bild 32 und Bild 33 deutlich zu
erkennen, wird bei der vorliegenden, tief abgestimmten
Konstruktion der Resonanzbereich beim Anfahren
durchlaufen. Wie weiter oben bereits erldutert, ist fiir
die Resonanzanfachung einer Schwingbewegung in Ab-
hingigkeit der Systemddmpfung eine gewisse Anzahl
an Schwingungszyklen erforderlich. Das MafB3 der ma-
ximalen Amplitude wihrend des Anfahrens hingt ent-
scheidend davon ab, wie schnell die kritischen Fre-
quenzbereiche durchfahren werden konnen.

Das Faltungsintegral in GI. (23) kann auch dazu ver-
wendet werden, um die Schwingungsantwort von Ein-
freiheitsgradsystemen auf unterschiedliche StoBbe-
lastungen zu ermitteln. Werden dabei lediglich die
i.d.R. primir interessierenden Maximalschwingungs-
amplituden betrachtet, so fiihrt dies auf die sogenann-
ten Antwort- oder Shock-Response-Spektren. Dabei
wird das Verhiltnis der Maximalamplitude infolge der
dynamischen Uberhohung zur statischen Auslenkung
infolge derselben Maximalkraft gegeniibergestellt.
Beim Vergleich der unterschiedlichen Kraftverlaufe ist
dartber hinaus zu beachten, dass deren unterschiedli-
che Volligkeit auch zu unterschiedlichen ImpulsgréBen
fiihrt.

Der obere Grenzwert fiir die Shock-Response-Spektren
liegt beim Faktor zwei, welcher beim Vorliegen einer
idealen Sprungfunktion erreicht wird (Bild 34).

Neben den eben aufgefiithrten Betrachtungen im Zeit-
bereich kann die Losung linearer Einfreiheitsgradsys-
teme auch im Frequenzbereich gewonnen werden.
Dazu wird im Vorgriff auf Abschnitt 2.2.5 sowie unter
Verzicht auf jegliche Herleitung (hierfiir wird auf die
einschligige Fachliteratur [1, 4, 5] verwiesen) die Fou-
rier-Transformation (die absolute Integrierbarkeit der
betrachteten Funktionen wird stillschweigend voraus-
gesetzt) eingefiihrt. Demnach ist die Fourier-Transfor-
mierte der Funktion u(t) definiert als

Flu®} = UGo) = o | ubeodt 24)
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Bild 33. Horizontalschwingungsamplitude fiir eine Anfahrdauer
von T =5 Sekunden

wobei Fourier-transformierte Grofen stets mit GroB3-
buchstaben bezeichnet werden. Die inverse Fourier-
oder Fourier-Riicktransformation folgt dann zu:
oo
F{U(jo)} =u® =B [/ U(jo)edw (25)
Fir die Vorfaktoren o und B, welche im Rahmen dieses
Beitrags stets zu oo = 1 und B = 1/2n gewihlt werden,
existieren in der Literatur sowie diversen Mathematik-
verarbeitungssoftwarepaketen durchaus abweichende
Definitionen, wobei unabhidngig von der gewihlten
Normierung stets o = 1/2m gelten muss.
In den Bildern 35 und 36 sind exemplarisch die Real-
und Imaginirteile sowie die zugehdrigen Betragsfunk-
tionen, i.d.R. auch als Amplitudenspektrum bezeich-
net, dargestellt. Dabei wird fiir die beiden Rechteck-
funktionen mit identischer Amplitude und Zeitdauer,
jedoch unterschiedlichem Nullpunkt deutlich, dass
diese zwar ein identisches Amplitudenspektrum aufwei-
sen, jedoch voneinander abweichende Real- und Imagi-
nérteile besitzen. Um die vollstindige Information aus
der Originalfunktion auch nach der Fourier-Transfor-
mation im sogenannten Bild- oder Frequenzraum zu
erhalten, sind somit stets Real- und Imaginirteil zu
betrachten, da nur so die Information tiber ggf. abwei-
chende Phasenlagen erhalten bleiben. Diese gehen ana-
log zur Fourier-Reihe bei alleiniger Betrachtung des
Amplitudenspektrums unwiederbringlich verloren.
Auffallig ist auch eine Besonderheit der Fourier-Trans-
formation, wonach eine gerade reelle Funktion eine
rein reelle Fourier-Transformierte besitzt. Fiir grundle-
gende Untersuchungen konnen die vielfach in der Lite-
ratur angegebenen analytischen Zusammenhénge zwi-
schen Originalfunktion und Fourier-Transformierter
hilfreich sein (s. beispielsweise [5]).
Interessant ist die Transformation in den Frequenz-
bereich auch deswegen, weil sich dadurch die aufwen-
digen Faltungsintegrale in Gl. (23) durch eine einfache
Multiplikation ersetzen lassen. Wird die Impulsreakti-
onsfunktion h(t) einer Fourier-Transformation unterzo-
gen, so folgt daraus die sogenannte Frequenzgangfunk-
tion
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Bild 34. Shock-Response-Spektren fiir ausgewahlte Belastungsfunktionen und unterschiedliche Lehr'sche Dampfungsgrade ¢ (= D) [2]
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Bild 35. Rechteckimpuls T = 2 sec. T, = 0 und zugehdrige
Fourier-Transformierte

1

H(o) = — o ed 7 &

(26)

welche mit der bereits diskutierten VergroBerungsfunk-
tion wie folgt zusammenhéngt.

V(w)

= [H(0)| = [{(Re (H(j0))? + (m(H(w)|
_ Im(H(jw))
tano = W{]w)) (27)

Bei der Durchfithrung der Fourier-Transformation ist
wiederum der Definitionsbereich der Impulsreaktions-
funktion lediglich fiir Werte t > 0 zu beachten, was prak-
tisch z. B. durch die Multiplikation mit einer Heaviside-
Funktion mit der Sprungstelle t = 0 erzielt werden kann
und somit wiederum herkémmliche Programmroutinen
fiir die Transformation anwendbar werden.

Aus dem Faltungsintegral in Gl. (23) kann nunmehr im
Fourier-Raum die vollstindige Schwingungsantwort
durch eine simple Multiplikation der Frequenzgang-
funktion H(jw) mit der Fourier-Transformierten Belas-
tungsfunktion P(jo) ermittelt werden

U(jw) = H(jo)P(jo) (28)
Daraus kann schlieBlich iiber eine inverse Fourier-

Transformation wiederum die Schwingungsantwort
im Zeitbereich gefunden und auf diese Weise die du-

0.8

0.6~

F(H)

04 -

02+~

20+

05-
00 \/

Realteil

Imaginaerteil

Betrag

Bild 36. Rechteckimpuls T = 2 sec. Ty= -1 und zugehdrige
Fourier-Transformierte

Berst rechenzeitintensive Faltung umgangen werden
(Bild 37).

Auch ohne Riicktransformation kdnnen bereits allein
unter Berlicksichtigung der Amplitudenspektren der
Anregung sowie der Frequenzgangfunktion qualitative
Aussagen liber dominierende Frequenzbereiche der
Schwingungsantwort getroffen werden.

Sogenannte Kurzzeit-Spektren, d. h. diskrete Frequenz-
spektren mit einer bestimmten Fensterlinge (s. hierzu
auch Abschnitt 4), die deutlich kleiner als die gesamte
Messschrieblange sind, konnen zur Beurteilung wech-
selnder Schwingungszustiande iiber den Messzeitraum
herangezogen werden. So wird beispielsweise in Bild 38
und Bild 39 deutlich, dass sich die an der Gesamt-
schwingungsantwort beteiligten Schwingfrequenzen
und da es sich um einen Ausschwingvorgang handelt,
gleichzeitig auch die beteiligten Eigenfrequenzen stark
mit fortdauernder Schwingzeit unterscheiden.

Auch kénnen derartige Kurzeit-Spektren zur anschau-
lichen Auswertung langerer Messschriebe herangezo-
gen werden. Werden beispielsweise die globalen Schwin-
gungsbeanspruchungen eines zweiachsigen Fahrzeugs
infolge einer beschleunigten Fahrt betrachtet, so kon-
nen die dominanten Schwingfrequenzen infolge von
fahrbahnunebenheitsinduzierten Schwingbewegungen
sehr anschaulich dargestellt werden. Ausgewertet
wurden hier die vertikalen Beschleunigungssignale
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Bild 37. Schematische Darstellung des Ubertragungsverhaltens eines Finfreiheitsgradsystems im Original- und Frequenzraum

Bild 38. Ausschwingkurve einer Fahrbahniibergangs-
konstruktion nach einer Fahrzeugiiberfahrt [9]

Bild 39. Aus Bild 38 ermittelte Kurzeitspektren
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der Hinterachse im Bereich des rechten Reifens
(Bild 40).

2.2.5 Regellose Systemanregung

Bislang wurde stillschweigend davon ausgegangen, dass
sowohl die Systemeigenschaften als auch die Einwirkun-
gen durch determinierte Ansétze und Modelle in ausrei-
chender Niherung beschreibbar sind. Fiir eine ganze
Reihe von technisch interessierenden Fragestellungen,
wie beispielsweise windinduzierte Schwingungsbean-
spruchungen turmartiger Konstruktionen oder Fahr-
zeugschwingungen infolge von Fahrbahnunebenheiten
trifft diese Voraussetzung zumindest fiir die Einwir-
kungsseite nicht mehr zu und es wird i.d.R. auf die
Theorie der stochastischen Dynamik zuriickgegriffen.
Die Einwirkungen, d. h. die Windgeschwindigkeiten in
einer bestimmten Hohe oder die Fahrbahnunebenhei-
ten einer Fahrspur, konnen dann als Realisierung eines
skalaren Zufallsprozesses idealisiert werden. Unter ei-
nem skalaren Zufallsprozess z(e; t) wird eine skalare
ZufallsgroBle (Windgeschwindigkeit oder Unebenheits-
amplitude) als Funktion einer einzigen Verdnderlichen
(Zeit oder Weg) verstanden.

Die skalare Zufallsgro3e oder sogenannte Zufallsvaria-
ble z(e) stellt als Abbildung der Ergebnismenge E eines
Zufallsexperiments auf die Menge der reellen Zahlen
die elementare Grundlage der Wahrscheinlichkeits-
theorie dar. Der zugrunde liegende Gedanke dabei ist,
dass zwar die einzelnen Ergebnisse z(e = ¢;) eines Zu-
fallsexperiments, sogenannte Realisierungen, zufillig
und somit nicht vorhersehbar sind, deren Gesamtheit
jedoch gewissen GesetzméaBigkeiten unterliegt. Zufalls-
variablen konnen im stochastischen Sinne eindeutig
durch die ihnen zugeordnete Wahrscheinlichkeitsver-
teilungsfunktion oder im Falle deren Stetigkeit und
Differenzierbarkeit auch durch die zugehorige Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion beschrieben werden.

F,(w) = W{z(e) < u}

dF,w
du

£ (u) = (29)

Bild 40. Kurzzeit-Spektren eines
Beschleunigungssignals eines Fahrzeugs

Eine herausragende Stellung nimmt dabei die sog.
GauB3- oder Normalverteilungsdichtefunktion

1 (v,
—— 30 30
V2o, o (30)

welche in erschopfender Weise durch den Mittelwert w,
sowie die Standardabweichung G, beschrieben wird, ein.
Fiir eine beliebig festgehaltene (Zeit-)Koordinate t = t;
entspricht der Zufallsprozess z(e; t = t;) = z(e) erneut
einer Zufallsvariablen, wobei im Falle einer festen Vari-
able e = ¢; von einer Realisierung oder Musterfunktion
z(e = e;; t) = z(t) des zugrunde liegenden stochastischen
Prozesses gesprochen wird. Die zur Beschreibung der-
artiger Prozesse herangezogenen Kenngrofen wie Mit-
telwerts- oder Korrelationsfunktionen sind grundsitz-
lich aus einer sog. Ensemblemittelung zu generieren.
Wird im Folgenden stets Stationaritdt sowie Ergodizitéit
(s. hierfiir beispielsweise [1]) der betrachteten Prozesse
vorausgesetzt, so konnen diese auch aus einzelnen Re-
alisierungen ermittelt werden und sind dann per Defi-
nition fir die Grundgesamtheit, d.h. den zugrunde
liegenden Zufallsprozess, giiltig. An dieser Stelle sei nur
angemerkt, dass sowohl die Stationaritit sowie auch die
Ergodizitit eines stochastischen Prozesses nicht aus
Messdaten abgeleitet werden konnen. Diese dem be-
trachteten stochastischen Prozess zugeschriebenen sys-
temimmanenten Eigenschaften miissen vielmehr a pri-
ori aufgrund von dessen physikalischen Eigenschaften
postuliert werden. Somit konnen Mittelwert und die
sogenannten Korrelationsfunktionen per Definition
wie folgt ermittelt werden:

f,w =

T
m, =x(e;t) = %11}130 %l x(Hdt (31)
Durch die Definition als Produktmittelwert zeitlich ver-
schobener Musterfunktionen eines Zufallsprozesses gibt
die Autokorrelationsfunktion (GI. 32) Aufschluss iiber
die inneren Zusammenhénge bzw. die zeitliche Entwick-
lung eines stochastischen Prozesses (Bild 41). Sie ist eine
gerade Funktion symmetrisch in T und entspricht fiir
T =0 dem quadratischen Mittelwert bzw. fiir zentrierte,
d. h. mittelwertbefreite Prozesse der Varianz 2.
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Kyx (1)

Bild 41. Autokorrelationsfunktion

R 1 T
Ko™ =x(e; t)x(e;t + 1) = %im T [ x®x(t +ndt (32)
oo T

- 1 T
K@ =x(e;y(e;t + 1) = %im T [ x@®y(t+vdt (33)
oo o

Die Kreuzkorrelationsfunktion (Gl. (33)) ist weder
gerade noch ungerade und gibt Aufschluss tiber die
Zusammenhinge zweier unterschiedlicher zeitlich
verschobener Prozesse und enthilt im Gegensatz zur
Autokorrelationsfunktion zusétzlich noch eine Pha-
seninformation. Die Kreuzkorrelationsfunktion stellt
somit ein hervorragendes Instrument dar, um beispiels-
weise die relative Phase zweier periodischer Signale
zueinander zu bestimmen. Wie aus Bild 42 zu erkennen,
weist sie ihr Maximum stets fiir T > 0 auf. Fiir t =0
folgt fiir zentrierte Prozesse die sogenannte Kovarianz
6%, Als Beispiel werden an dieser Stelle die Auto- so-
wie die Kreuzkorrelationsfunktionen von Beschleuni-
gungssignalen eines instrumentierten Fahrzeugs pré-
sentiert.

Aus einer Gegeniiberstellung der ungefilterten sowie
der gefilterten Signale in Bild 43 und Bild 44 wird deut-
lich, dass dem eigentlich interessierenden Signal der
globalen Hub- und Nickbewegungen des Fahrzeugs
hochfrequente Signalanteile tiberlagert sind. Selbige In-
formation verdeutlicht auch die zugehdrige Autokorre-
lationsfunktion in Bild 45. Die harmonisch geprigte
Beschaffenheit der Autokorrelationsfunktion fiir T >
0,15 Sekunden verdeutlicht die dominanten harmoni-
schen Anteile der Vertikalschwingungsbewegung. Das

Bild 43. Vertikalbeschleunigung der hinteren Fahrzeugachse
(Rohdaten und gefilterte Messwerte)

Kyy (@)

0 ! Tmax T

Bild 42. Kreuzkorrelationsfunktion

deutliche Maximum fiir T = 0 charakterisiert die den
globalen Schwingbewegungen tiberlagerten unkorre-
lierten Signalanteile. Das Maximum der Kreuzkorrela-
tionsfunktion zwischen den Vertikalbeschleunigungssi-
gnalen des Fahrzeugaufbaus im Bereich der Vorder-
und Hinterachse bei t = 0,21 Sekunden verdeutlicht die
dominanten Nickbewegungen des Fahrzeugaufbaus
sowie den zugehorige Phasenversatz zwischen den ma-
ximalen Schwingungsamplituden (Bild 46).
Interessant flir mancherlei Fragestellung ist auch die
Autokorrelationsfunktion zusammengesetzter Prozesse
z(e; 1): = a,(e; t) + by(e; ), welche zu

K, =2a’K, @ + ab[K(D + K (D] + DK (D) (34)

folgt und nur im Falle stochastisch unabhéngiger Pro-
zesse, d.h. K (1) = K(1) = 0 zu K,(0) = a? K (D +
b?K,,(1) ermittelt werden kann.

Analog zu den eben diskutierten Korrelationsfunktio-
nen, welche die inneren Zusammenhénge stochasti-
scher Prozesse im Originalraum (z. B. Zeit oder Ort)
beschreiben, konnen dazu dquivalente Beschreibungen
auch im Fourier-transformierten Bildraum (Frequenz
oder Wellenzahl) gefunden werden. Die dann als spek-
trale (Leistungs-)Dichtefunktionen S(w) bezeichneten
Funktionen sind gemi B der sogenannten Wiener-Khint-
schin-Relation [1] zu

S (®) = o f e 1N (Ddt

Sy(@ = a [N (Ddt (35)

Bild 44. Vertikalbeschleunigung Fahrzeugaufbau (Rohdaten
und gefilterte Messwerte)
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Bild 45. Autokorreklationsfunktion der vertikalen Aufbau-
beschleunigungen

N, (D= [37 f elrS (dm

Ny = B,Z ¢S, (@) do (36)

definiert, wobei mit N,, () die zentrierte Auto- und mit
N,y(1) die zentrierte Kreuzkorrelationsfunktion ge-
meint sind und deren Vorfaktoren analog zum Ab-
schnitt 2.2.4 zu oo = 1 und B = 1/2n vereinbart werden.
Waihrend die Korrelationsfunktionen stets die Dimen-
sion eines Amplitudenquadrats besitzen, weisen deren
Fourier-Transformierte die spektralen (Leistungs-)
Dichtefunktionen die Dimension Amplitudenquadrat
mal Parametereinheit auf. So beispielsweise im Falle
eines Windgeschwindigkeitsverlaufs [m?s/s> = m?/s] so-
wie im Falle ortlich betrachteter Fahrbahnunebenhei-
ten [m’m = m’).

Wird die inverse Fourier-Transformation fiir einen ver-
schwindenden Zeitversatz T = 0 ausgewertet, so folgt
daraus per Definition die Varianz des zugrunde liegen-
den stochastischen Prozesses

1 -
Nw(0) = 0% = 5 [ Sw(@do (37)

was bedeutet, dass die Varianz eines stochastischen
Prozesses auch durch eine Integration iiber die spekt-
rale Dichtefunktion im Frequenzbereich ermittelt wer-
den kann.

Dartiber hinaus bedeutsam sind neben den Varianzen
der Schwingungsamplituden auch die Varianzen der
zugehorigen Schwinggeschwindigkeiten und -beschleu-
nigungen, die zu

1 =
6l = o [ 0?8 (mdo

1 =
2 — 4
Ok =5 [ o*S, (@do (38)

ermittelt werden konnen [2].

Zu beachten gilt es auch, dass in der Literatur hiufig
anstelle der im allgemeinen zweiseitigen Autoleistungs-
dichtefunktionen S, (®) mit —eo < @ < +eo unter Aus-
nutzung deren Symmetrieeigenschaften die korrespon-

10F ' ' ]
—— B_v_li_B_h_li_filter

B_v_re_B_h_re_filter |

0.5+ | B

A

\I/

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Zeit [s]

Korrelation [(m/s2)?]

AT AV ]
AL A

Bild 46. Kreuzkorrelationsfunktion der Aufbaubeschleunigun-
gen im Bereich der Vorder- und Hinterachse

dierende einseitige Dichtefunktion mit 0 < ® < + oo zu
G (w)=2 S, (o) gebrauchlich ist. Diese findet iibrigens
auch im Rahmen der DIN EN 1991-4 zur Beschreibung
der Windgeschwindigkeit Anwendung (s.a. Abschnitt
5.3.1).

Die fiir die Korrelationsfunktion aufgezeigten Gesetz-
miBigkeiten fiir zusammengesetzte Prozesse gelten in
analoger Weise auch fiir spektrale Dichtefunktionen
[1].

Als in der Praxis wichtiges Instrument fiir die Beschrei-
bung der stochastischen Abhdngigkeit zweier Zufalls-
prozesse im Frequenzbereich wird hiufig die soge-
nannte dimensionslose Kohérenzfunktion

S5

Yiy(®) = ——————
VS (@ Sy ()

herangezogen, welche Werte zwischen null und eins ein-
nehmen kann. Daraus wird auch deutlich, dass auf-
grund der Betragsbildung in GI. (39) aus Kohédrenz-
funktionen sowie aus Autoleistungsfunktionen im All-
gemeinen nicht auf die zugehdrige Kreuzleistungsdichte
geschlossen werden kann, weil dadurch jegliche Pha-
seninformation verloren geht.

In Bild 47 sind ausgewihlte Signale, deren Wahrschein-
lichkeitsdichte- und Wahrscheinlichkeitsverteilungs-
funktionen sowie die zugehdrigen Autokorrelations-
und Leistungsdichtefunktionen dargestellt, um ein
Gespiir fiir die allgemeinen Erscheinungsformen der
jeweiligen Groflen zu vermitteln.

Nach dieser sehr oberflichlich gehaltenen und auf die
wesentlichen Zusammenhinge beschrankten Einfiih-
rung in die Theorie stochastischer Prozesse kann nun-
mehr auf das Ubertragungsverhalten linearer Schwin-
gungssysteme im Frequenzbereich eingegangen werden.
Demnach kann die spektrale Dichtefunktion der Sys-
temantwort S ,(®) aus einer simplen Multiplikation der
spektralen Dichtefunktion der Anregung S, (w) mit
dem Betragsquadrat der Frequenzgangfunktion gefun-
den werden (vgl. auch [1]).

(39)

S (@ = [H(jo)PS (@) (40)



Zur Quantifizierung der Schwingungsreaktion mechanischer Systeme 407

Bild 47. Schematische Charakterisierung unterschiedlicher Signaltypen auf der Basis von Dichte- und Verteilungsfunktion sowie

Autorkorrelations- und Leistungsdichtefunktion [2]

Auch wenn es sich bei spektralen (Leistungs-)Dichte-
funktionen im Allgemeinen auch um komplexwertige
Funktionen handelt, so hat sich hierfur die Bezeich-
nung S, (w) anstelle von S, (jo) durchgesetzt.

In Bild 48 ist exemplarisch das Ubertragungsverhalten
eines Einfreiheitsgradsystems infolge regelloser Wind-
einwirkungen dargestellt.

Die interessierende Varianz der daraus resultierenden
Bauwerksschwingungen kann tiber eine i.d. R. nume-
risch durchzufithrende Integration liber die spektrale
Leistungsdichte der Systemantwort gewonnen werden.
Wie bereits angedeutet, ist hierbei auf den Definitions-
bereich der spektralen Dichtefunktion der Anregung zu
achten, d. h. es ist zu unterscheiden, ob zwischen minus
und plus unendlich oder zwischen null und plus unend-
lich zu integrieren ist.

Bei der Beschreibung der Einwirkung kann man entwe-
der auf reale Messdaten zuriickgreifen oder sich fiir
grundsdtzliche Untersuchungen und Parameterstudien
mit analytischen Formfunktionen behelfen. Beispiels-
weise ldsst sich auf der Basis parametrisierter rationaler
Funktionen eine ganze Reihe an Korrelations- oder
Spektraldichteverlaufen ndherungsweise beschreiben
(Bilder 49, 50).

K,(§) =c%H

200
Si@) =0 (41)
K,(€) = o?eHcos(BE)
2 2 2 2
Sy = 02 oo + B2 + 0?) @)

(02 + B2 - 0?) +40’w’

Im Falle schwach gedidmpfter Systeme und somit
schmalbandiger Schwingungsreaktion kann die Vari-
anz derselbigen infolge regelloser Anregung vereinfa-
chend unter der Annahme konstanter Spektraldichte-
funktionen ermittelt werden. Die Giite dieser oftmals
sehr zutreffenden Nédherung steigt mit sinkender Sys-
temdampfung und steigender Breitbandigkeit der An-
regung. Wird der Wert der spektralen Leistungsdichte
an der Resonanzstelle des betrachteten Schwingungs-
systems S,, = S, (w)) = const. unterstellt, so folgt die
Varianz der Schwingungsantwort eines gedampften
Einfreiheitsgradsystems zu

2 Spp(mo) Q0 bzw. _ Vspp(wo)(’)o (43)

wT YDl =D

Im Vergleich dazu folgen Maximalwert und Varianz der
Schwingungsantwort eines resonant erregten Einfrei-
heitsgradsystems auf eine harmonische Anregung, wel-
che dann auch als Effektivwert bezeichnet wird, zu:

F, n 1, 1 Fy,n 1 F,

A %TppraATprmd W
Wihrend im determinierten Resonanzfall die Damp-
fung linear in den Nenner eingeht, so steht diese im
Fall regelloser Einwirkungen unter der Wurzel. Daraus
wird auch deutlich, dass der Einfluss der Ddmpfung im
Falle von Zufallsschwingungen weniger dominant ist,
was nicht zuletzt auf die breitbandige Anregung zu-
riickzufiihren ist, da die Energie der Schwingungsanre-
gung nicht auf den Bereich der Resonanzstelle konzen-
triert, sondern iiber einen breiten Frequenzbereich
verteilt ist.

=
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Bild 48. Schematische Darstellung des Ubertragungsverhaltens linearer Einfreiheitsgradsysteme infolge regelloser Systemanregung;
a) Zeitverlauf der Kraftanregung p(t), b) spektrale Dichte der Kraftanregung S,,(f), c) Frequenzgangfunktion H(jf) (Betrag), d) spektrale

Dichte

der Schwingungsantwort S,(f)

Bild 49. Parametrisierte Autokorrelationsfunktionen K; () und Bild 50. Zugehdrige spektrale Dichtefunktionen

Ky(€)
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Beispiel 3

Als Beispiele fiir die stochastische Erregung eines Ein-
freiheitsgradsystems wird ein idealisiertes Modell eines
aufgestdnderten Wasserspeichers unter boiger Windbe-
anspruchung betrachtet (Bild 51). Aufgrund der domi-
nanten Masse und auch Windangriffsfliche des ku-
gelformigen Speichertanks im Vergleich zur schlanken
und filigranen Turmstruktur kann dessen dynamisches
Verhalten mit ausreichender Genauigkeit auf der Basis
eines Einfreiheitsgradsystems beschrieben werden.

Die Ersatzfedersteifigkeit des Turmschafts folgt im
ersten Schritt unter Vernachldssigung jeglicher Fun-
damentverdrehung mit dem Flachentragheitsmoment

des Schaftes I, = %(R‘4 -4 = %(1,24 -1,175% =

0.13153 m® k_3EI_3'210.OOO E6-0,13153

it 35° -
1.932.685 N/m. Mit einem Gesamtgewicht der aufge-
standerten Kugel von 600 t folgt die erste Biegeeigen-

1 [1.932.685
frequenz zu fzziﬂ', W = 0,29 Hz. Um zu

tiberpriifen, inwieweit der Einfluss der nachgiebigen
Fundamenteinspannung einen Einfluss auf die
Schwingzeit hat, wird die Drehfedersteifigkeit der gege-
benen Fundamentabmessungen und Bodenkennwerte
abgeschitzt. GemdB [2] kann die Drehfeder zu

K= abzﬁ berechnet werden, wobei a und b die Fun-

damentabmessungen, E der Elastizititsmodul des Bau-
grunds sowie i und k Beiwerte zur Berticksichtigung der
Fundamentgeometrie sowie der Baugrundschichtung
darstellen (s.a. Abschnitt 3). Wird von einem mittel-
dicht gelagerten Kiessand als Baugrund ausgegangen,
so kann dafiir aus Erfahrungswerten eine mittlere Stei-
fezahl von S = 100 E 6 N/m? sowie daraus abgeleitet
I—p—2u
ein E-Modul von E =~ § =743 E6 N/m?
angegeben werden. Wird dariiber hinaus eine grofBe

Idealisierte technische Daten:

Turmhohe H =35 m

Schaft: D = 2,40 m, t = 25 mm

Kugeldurchmesser D = 10 m

Gesamtgewicht der wassergefiillten Kugel = 600 t
Fundamentabmessungen 7 m x 7 m

Baugrund: Kiessand, mitteldicht gelagert

Bild 51. Exemplarische Darstellung eines Wasserturms

Michtigkeit der nachgiebigen Sandschicht unterstellt,
so folgen die Beiwerte i = 4,64 und k = 0,76 sowie die
) _LE , T43E6
Drehfederkonstante zu K = ab P 7-7 "T.640.76
=7,2 E9 N/rad. Mit der Turmhohe von 35 m folgt
daraus eine dquivalente horizontale Ersatzfeder von
7,2 E9/35 m = 206 E6 N/m, die im Vergleich zur Er-
satzfedersteifigkeit des Schaftes von 1,9 E6 deutlich
groBer ist und somit die Vernachldssigung der Funda-
mentverdrehung im vorliegenden Fall gerechtfertigt
war. Lige die Ersatzfedersteifigkeit der Fundamentver-
drehung und diejenige der Biegeweichheit der Schaft-
konstruktion in dhnlicher GroBenordnung, so wére eine
Gesamtersatzfedersteifigkeit unter Berlicksichtigung
einer Reihenschaltung der beiden Federn zu

k zu ermitteln.

gesamt — ﬁ

Kk
Um die Varianz der Schwingungsamplituden infolge
boiger Windbeanspruchung zu ermitteln, ist zunédchst
der Verlauf der spektralen Leistungsdichte der Wind-
kraftanregung zu bestimmen (Bilder 52, 53). Dieser

wird in Anlehnung an die Angaben in DIN EN 1991-4
zu

_ 6a 8f L(Za f)
Su(fL)= [ +10.21,(zm)" (45)
bzw.
o}
svv(f) = SL(fL) TV (46)
festgelegt.

Als Anregung ist jedoch nicht die Windgeschwindig-
keit, sondern die daraus resultierende Windkraftbean-
spruchung von Interesse. Das Spektrum der Windkraft
wird dabei vereinfachend aus der Windgeschwindigkeit
unter Zugrundelegung einer aerodynamischen Ubertra-
gungsfunktion [9]

1
Haero(f) o —Y (47)

4/3
1+ <2f\/X>
Vm
zu

Sww(f) = va(f) (pvmcfbl)zHaero (DZ (48)

ermittelt. Unter Zugrundelegung der Windangriffsfli-
che der Kugel von ca. 78,5 m? folgt das in Bild 54 dar-
gestellte Kraftanregungsspektrum.

Wird das Spektrum als konstant im Bereich der ers-
ten Biegeeigenfrequenz von 0,29 Hz angenommen so-
wie ein logarithmisches Dampfungsdekrement der
Struktur von A = 0,01 zugrunde gelegt (Bild 55), so
folgt daraus ein Wert von 1,4 E7 N2 und daraus die
Standardabweichung der Schwingbewegungen ge-
S oo ©0) @

4D k?

1,068 E — 3m? bzw.

miB Gl. (43) ndherungsweise zu 62, =
1,4E7 -2 -1 - 0,29

T 40,0016 1.932.6857
6 = 0,033 m. Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem
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Bild 52. Spektrale Leistungsdichte S,(f,) der Béengeschwindig-
keit (normierte Darstellung)

10°

1000

Sww(f)[N?s]

0.1
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Bild 54. Spektrum der Kraftanregung der Kugel

exakten Wert von ¢ = 0,024, den man aus der Integra-
tion iiber die spektrale Leistungsdichte der Systemant-
wort erhilt, erkennt man, dass es sich um eine brauch-
bare und auf der sicheren Seite liegende Néherung
handelt. Die Giite dieser Ndherung hiangt stark vom
Verlauf der Leistungsdichte der Windanregung ab und
nimmt mit sinkender Ddmpfung zu.

Fiir eine sichere Dimensionierung einer Konstruktion
sind i. d. R. jedoch nicht die Mittelwerte und Varianzen
von Bedeutung, sondern vielmehr die zugehorigen Ex-
tremwerte des zugrunde liegenden Prozesses. Entschei-
dende KenngroBen sind dabei die Anzahl der steigen-
den (oder fallenden — werden hier nur in einer Richtung
gezihlt) Nulldurchginge N, sowie die Anzahl der Ma-
ximalamplituden N, (auch hierbei werden entweder die
positiven oder negativen Maxima betrachtet) pro Zeit-
einheit

f ®?S, (dw
0

= —— (49a)
2n /S, (@do
0

100

0.100

Sv(f) [m%s]

0.010

0.001

0.05 0.10 0.50 1 5 10 50
flHz]

Bild 53. Spektrale Leistungsdichte S,,(f) der Béengeschwindig-
keit (nicht normierte Darstellung fiir den baupraktisch maB-
gebenden Frequenzbereich)

105

1077

H(f)

fHz]

Bild 55. Frequenzgangfunktion des kinetisch dquivalenten
EFG-Systems

7 ®*S, (dw
0
{

®’S, (wdw

die wie ersichtlich aus den zugehorigen Spektraldichte-
funktionen abgeleitet werden konnen [2]. Ebenfalls von
Interesse ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
(Spitzen-)Amplitudenwerte (nicht Extremwerte), die
sich durch das Verhiltnis oo = N,/N, sowie der Stan-
dardabweichung des zugrunde liegenden Prozesses G,
beschreiben ldsst:

1 2
fopine(8) = (1 - az)m e <’ ;0—22)«:3)

o &\& (e
+aFGauB<ﬁG_X)G_§e( 26&) (50)

Neben der Verteilung der Maximalamplituden sind fiir
eine sichere Dimensionierung einer Baukonstruktion
jedoch insbesondere die Dichtefunktion der zugehdri-
gen Extremwerte bestimmend (Bild 56). Die Anzahl der
in einer Richtung auftretenden Uberschreitungen eines
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bestimmten Amplitudenniveaus sowie die daraus abzu-
leitende Dichtefunktion der Extremwerte, die naturge-
mal abhingig von der zugrunde liegenden Beobach-
tungsdauer T ist, konnen zu

éz
Ne = Nyeas?

™™
N E
GX GX

& &
fcxtrcm(a) = Xp _W] eXp[ — TNoeXP [_202]]

X

(5D

bestimmt werden. In Bild 57 sind entsprechende Dich-
tefunktionen fiir ausgewihlte Beobachtungszeitraume
dargestellt. Daraus ist zu erkennen, dass sich die Dich-

0.6
0.5
0.4

031

f(&lox)

0.2

0.1

oof ’J

gox
— a=1 a=09 — a=0.8 — a=0.7

Bild 56. Dichtefunktion der Maximalamplituden fiir unter-
schiedliche Verhaltnisse o

tefunktionen fiir ausreichend lange Beobachtungszeit-
raume sehr eng um den Mittelwert

He =0, <\/2 In(TN) + M) (52)

2 In(TN)

= Spitzenfaktor k,

gruppieren. Somit kann dieser auch mit i.d. R. ausrei-
chender Sicherheit der Dimensionierung von Tragwer-
ken zugrunde gelegt werden. Auf diese Weise wurde
z.B. von Davenport seinerzeit der Boenreaktionsfaktor
fiir schwingungsanfillige Konstruktionen definiert (s. a.
Abschnitt 5.3.1).

20
15+
§
= 0o
05
0.0
1 2 3 4 5
&lox
— T=10E1 T=10E2 — T=10E3
—— T=10E4 — T=10E5 — T=10E6

Bild 57. Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Extremwerte fiir
unterschiedliche Beobachtungszeitraume T [s]

Bild 58. Schwingungsreaktion, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Momentanwerte, Spitzenwerte und Extremwerte des zugrunde

liegenden stochastischen Prozesses [2]
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f_spitzen(u)
S~
T

| | I
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

u[m]

Bild 59. Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Spitzenwerte
der Schwingungsamplituden

Fortsetzung zu Beispiel 3

Soll fiir den im Beispiel 2 betrachteten Wasserbehélter
eine Dimensionierung oder Sicherheitsbewertung
durchgefiihrt werden, so kann dafiir die Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion der Extremwerte der Schwin-
gungsreaktion gemall Bild 58 zugrunde gelegt werden.
Die Werte N, und N,,,, ergeben sich fiir das vorliegende
Beispiel zu Ny = 0,28284 und N, ,= 0,28589. Die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Spitzen- und
Extremwerte sind in den Bildern 59 und 60 dargestellt.
Wird beispielsweise, wie bei windinduzierten Schwin-
gungen iiblich, eine Beobachtungsdauer von 10 min,
d.h. 600 s, herangezogen, so folgt daraus ein Spitzen-
faktor von 3,38 sowie ein Mittelwert fiir die extremalen
Schwingungsamplituden von ca. 7,8 cm.

Bislang wurden ausschlieB3lich Systeme mit einem Frei-
heitsgrad betrachtet. Sdmtliche aufgezeigten Betrach-
tungsweisen und Losungsansétze kdnnen jedoch auch
zur Ermittlung der Schwingungsantwort von Systemen
mit grundsitzlich beliebig vielen Freiheitsgraden heran-
gezogen werden, sofern die im Allgemeinen gekoppel-
ten Differenzialgleichungssysteme von Mehrfreiheits-
gradsystemen durch eine sogenannte modale Trans-
formation in n voneinander unabhidngig losbare
Schwingungsdifferenzialgleichungen tiberfiihrt werden.
Einzige Voraussetzung ist ein lineares Systemverhalten
und somit die Anwendbarkeit des Superpositionsgeset-
zes.

23 Mehrfreiheitsgradsysteme

Konnen die interessierenden Schwingungseigenschaf-
ten der zu untersuchenden Konstruktion nicht mehr
sinnvoll auf einen Freiheitsgrad beschrinkt bleiben, so
konnen die dann im Falle diskreter Systeme mit n Frei-
heitsgraden auftretenden n gekoppelten Differenzial-
gleichungen der Form

50 -

(u)

30+

f_extrem|

20 -

0

. | | | | | |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
ufm]

— T=10s T=50s — T=100s — T=600s

Bild 60. Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Extremwerte in
Abhangigkeit des Betrachtungszeitraums

Mii(t) + Dit) + Ku(t) = p(t) (53)

entweder als gekoppeltes Differenzialgleichungssystem
gelost oder iiber eine sogenannte Modalanalyse, d. h.
durch eine geschickt gewihlte Koordinatentransforma-
tion, in n-entkoppelte Differenzialgleichungen iiber-
fiihrt werden. Die dabei entstehenden Einzelgleichun-
gen koénnen dann gemdl3 den unter Abschnitt 2.1 auf-
gezeigten Ansdtzen gelost und anschlieBend zur
Gesamtreaktion zusammengefithrt werden.

2.3.1 Losung als gekoppeltes DGL-Systems —
Frequenzgangmatrizen

In der Praxis wird das gekoppelte Differenzialglei-
chungssystem (53) oftmals niherungsweise durch eine
numerische Integration gelost. Hierfiir steht eine ganze
Reihe an Integrationsalgorithmen zur Verfiigung, auf
welche hier nicht im Detail eingegangen werden soll (s.
hierfiir [12, 13]).

Eine exakte Losung der gekoppelten Differenzialglei-
chung auf eine determinierte Anregung kann analog zu
Gl. (28) im Fourier-transformierten Frequenzraum zu

U(jo) = H(jo)P(jo) bzw. U(jf) = HGOPL) (54)

gefunden werden, wobei U(jo) den Vektor der Schwin-
gungsantworten, P(jo) den Vektor der Kraftanregung
und H(jo) die Frequenzgangmatrix darstellen. Fur

Bild 61. Ebenes Halbfahrzeugmodell [9]
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Schwingungssysteme mit einer geringen bis mittleren
Anzahl an Freiheitsgraden kann diese iber eine Inver-
tierung des Gleichungssystems zu

H(jo) = [-o*M + joD + K| bzw.
H(jf) = [-(2n)>M + j2rfD + K]-! (55)

ermittelt werden. Auch fiir Mehrfreiheitsgradsysteme
konnen grundlegende Analysen eines Schwingungssys-
tems bereits aus einer qualitativen Betrachtung der ein-
zelnen Frequenzgangfunktionen H;(jo) durchgefiihrt
werden. Insbesondere die Betrachtung der Nebendiago-
nalelemente gibt Aufschluss iiber die Kopplung der
einzelnen Freiheitsgrade untereinander (Bilder 62, 63).
Wird exemplarisch das Schwingungsverhalten eines
zweiachsigen Fahrzeugs auf der Basis eines Starrkor-
permodells mit vier Freiheitsgraden betrachtet, so zeigt
sich Bild 61 [9].

Dabei beschreibt der erste Freiheitsgrad die Hubbewe-
gungen des Fahrzeugaufbaus, der zweite dessen Nick-
bewegungen sowie Freiheitsgrad drei und vier die Ver-
tikalschwingbewegungen der Vorder- und Hinterachse
[91.

Sind die Schwingungsreaktionen im Zeitbereich von
Interesse, so konnen diese aus den exakten Losungen
im Frequenzbereich liber eine inverse Fourier-Trans-

Ubertragungsfunktion Fahrzeug - Amplitudengang

form erhalten werden. Da diese Transformation i.d. R.
auch numerisch durchzufiihren ist, stellen die auf diese
Weise gefundenen Losungen allerdings ebenfalls nur
Niherungen dar.
Als weiteres Beispiel werden die Frequenzgangfunktio-
nen einer vertikalen Kragstruktur, z. B. eines Schorn-
steins oder eines Turms, fiir unterschiedliche Hohen
dargestellt, wobei erneut sehr anschaulich der Unter-
schied zwischen einer linearen Darstellung sowie einer
logarithmierten Darstellung deutlich wird, Letztere je-
doch fiir die Bewertung hoherer Eigenfrequenzen klar
zu bevorzugen ist (Bilder 64, 65).
Im Falle groBerer Systeme kann die Invertierung der
Gl. (55) durchaus zu numerischen Problemen fiithren.
Dann empfiehlt sich der Aufbau der Frequenzgangma-
trix aus den Eigenvektoren (s.a. Abschnitt 2.3.2) zu

N, DY
H(f) - Z JzTCf _ }"k (56)

=
Der besondere Reiz dieser Vorgehensweise ist neben der
Vermeidung numerischer Probleme bei der Invertierung
groBer Gleichungssysteme, dass eine ausreichende
Approximation der Frequenzgangmatrix i. d. R. bereits
unter Zugrundelegung weniger elementarer Eigen-
schwingformen ermittelt werden kann. Zudem ist auf

Ubertragungsfunktion Fahrzeug - Amplitudengang

1.x107°
5.x107®
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Bild 62. Hauptdiagonalelemente der Frequenzgangmatrix

0.014
0012 -
0.010 -
0.008 -
< [
* 0006~
0.004 -
0,002 |

o,oou—l—------—-----—------—---—--——--—---—--—---—---———-

PR R I

0 5 10 15 20

f[Ha)
x=H Xx=3/4H -------- x=H/2

Bild 64. Amplitudengang — lineare Darstellung
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Bild 63. Nebendiagonalelemente der Frequenzgangmatrix

H(f)
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Bild 65. Amplitudengang — doppeltlogarithmische Darstellung
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Bild 66. Frequenzgangfunktion H,,(f) einer frei auskragenden Turmkonstruktion in Abhéngigkeit der Anzahl verwendeter Eigenformen

diese Weise auch die Ermittlung der Frequenzgangma-
trix auf der Basis experimentell bestimmter Eigen-
schwingformen und Eigenfrequenzen moglich.

Bild 66 enthilt eine Gegeniiberstellung der Frequenz-
gangfunktion H,(f) einer turmartigen Konstruktion.
Betrachtet wird die Horizontalauslenkung an der Krag-
armspitze in Abhdngigkeit der Anzahl der fiir den Auf-
bau der Frequenzgangmatrix gemill Gl. (56) beriick-
sichtigten Eigenschwingformen. Daraus wird deutlich,
dass eine zufriedenstellende Approximation des exak-
ten Verlaufs im interessierenden Frequenzbereich hiu-
fig bereits unter Beriicksichtigung weniger Eigen-
schwingformen gegeben ist. Die erste Biegeeigenfre-
quenz des betrachteten Systems liegt bei ca. 0,2 Hz. Fiir
N = N,,../8 ist beispielsweise bis ca. 10 Hz eine ausrei-
chende Ubereinstimmung gegeben.

Kann die Einwirkung nicht mehr zufriedenstellend als
determinierte Funktion beschrieben werden, so muss
wiederum auf eine Beschreibung auf der Basis stochas-
tischer Prozesse zuriickgegriffen werden [1, 2]. Das For-
mulieren und auch Auswerten der mathematischen Lo-
sung in der Form

Sw(f) = H(D'S,,(HH'(f) (57

bei welcher die spektrale Dichtematrix der Kraftanre-
gung von links mit der konjugierten und von rechts mit
der transponierten Frequenzgangmatrix zu multiplizie-
ren ist, gestaltet sich relativ einfach und bereitet unter
Zuhilfenahme geeigneter Mathematikverarbeitungs-
software (z. B. Mathematica, Matlab etc.) i.d. R. keine
groBeren Schwierigkeiten.

Die Herausforderung im Zusammenhang mit Gl. (57)
besteht vielmehr im Auffinden der Spektralmatrix S,,,(f)
der Systemanregung. Hierbei miissen neben den Auto-
leistungsdichtefunktionen der einzelnen stochastischen
Anregungsprozesse in den jeweiligen Systemfreiheits-
graden — diese bilden die Hauptdiagonalelemente in
S,p(D) — auch die auf den Nebendiagonalelementen vor-
handenen Kreuzleistungsdichtefunktionen beriicksich-
tigt werden. Diese beschreiben die stochastische Ab-
hingigkeit der Anregungsprozesse in den einzelnen
Freiheitsgraden und weisen zudem im Allgemeinen eine
Phaseninformation auf. In der Praxis liegt aufgrund der

oftmals fehlenden Information genau darin die Schwie-
rigkeit und so muss oftmals mit teilweise groben Nahe-
rungen gearbeitet werden.
Der einfachste Ansatz besteht naturgemal in einer voll-
stindigen Vernachldssigung der stochastischen Abhin-
gigkeit beispielsweise der betrachteten Windgeschwin-
digkeiten tber die Konstruktionshéhe. Im Falle sto-
chastisch unabhingiger Prozesse reduziert sich die
Spektraldichtematrix der Windgeschwindigkeiten auf
eine Diagonalmatrix mit den Leistungsdichtefunktio-
nen S;(f) der Stromungsgeschwindigkeiten an den dis-
kretisierten Hohenpunkten.
Fiir eine exakte Beschreibung des als stationdr voraus-
gesetzten Stromungsfelds ist eine Einbeziehung der
Kreuzspektraldichtefunktionen auf den Nebendiago-
nalelementen der Spektraldichtematrix, die beispiels-
weise aus simultan gemessenen Windgeschwindigkeits-
verldufen in den jeweiligen Hohenpunkten approxi-
miert werden konnen, erforderlich. Da in der Praxis
diese Informationen héufig nicht zur Verfiigung stehen,
wird oftmals auf Ndherungen fiir die Kreuzleistungs-
dichtefunktionen auf der Basis verallgemeinerter
Kohirenzfunktionen zuriickgegriffen. Dabei werden
ausgehend von Gl. (39) die Nebendiagonalelemente aus
den Autoleistungsdichtefunktionen geschétzt. Zu be-
achten gilt es dabei, dass aufgrund der Betragsbildung
jegliche Phaseninformation verloren geht und die Ne-
bendiagonalelemente rein reelle Grofen darstellen.
Als Beispiel soll an dieser Stelle die Beschaffenheit der
Spektraldichtematrix der Windkraft iiber die Hohe der
Turmstruktur aufgezeigt werden (fiir dhnliche Uberle-
gungen im Hinblick auf fahrbahnunebenheitsindu-
zierte Fahrzeugschwingbewegungen wird auf [9] ver-
wiesen). Wird als Kohérenzfunktion fiir die Windge-
schwindigkeit die Bedingung [10]

rC..(z72) 58
’levj(z’f) € %(vm(z,)fvm(zj)) ( )
eingefiihrt (s. exemplarisch Bild 68), so kénnen die Ein-
trige in der Spektralmatrix der Windgeschwindigkeit
vereinfachend sowie unter Vernachldssigung der Pha-
senbeziehungen zwischen den einzelnen Bauwerksbe-
reichen zu
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Bild 67. Spektrale Leistungsdichtematrix der Windgeschwindig-
keit dber die Bauwerkshéhe

|SV‘VJ(Z7 f)|2 = ’Yv,vj (Za f)Z sv,v,(za f) SVJVJ(Z7 f) (59)
festgelegt werden. Die spektrale Leistungsdichtematrix
SVWV! sVle SV|Vn
SV \ SV vV SV Vv,
va(f) = : 1 2 2 :z n (60)

SVuV| SVan SVnVn

ist dann eine voll besetzte Matrix, wobei die fern der
Hautdiagonalen angeordneten Nebendiagonalelemente
aufgrund der stark mit der Entfernung abfallenden
Kohiérenz sehr geringe Werte aufweisen (s. Bild 67).

2.3.2 Modalanalyse

Alternativ zu den im Allgemeinen zur Aufstellung der
Bewegungsgleichungen herangezogenen physikalischen
Lagekoordinaten konnen unter der Voraussetzung line-
arer Systemeigenschaften die sogenannten modalen
Koordinaten, d.h. die Eigenschwingformen, zur Be-
schreibung des zeitlichen Schwingungsverhaltens einer
Konstruktion oder eines Systems herangezogen werden
und die dynamische Verformung des Systems zu jedem
Zeitpunkt als Superposition der Eigenvektoren (s. bei-
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Bild 68. Koharenz der Windgeschwindigkeit iiber die Bauwerks-
hohe fiir unterschiedliche Frequenzen

spielsweise die exemplarisch dargestellten ersten drei
Eigenformen einer horizontalen Kragstruktur in
Bild 69) des zugrunde liegenden Differenzialgleichungs-
systems multipliziert mit den jeweils zugehorigen Zeit-
verlaufsfunktionen in der Form

N
u(t) = PY(t) = ;cbiyi(t) =0y () + Doy, (0 +... (6])

beschrieben werden. Dabei stellt u(t) den zeitlich verdn-
derlichen Vektor in physikalischen Lagekoordinaten
dar. Die Modalmatrix, in der simtliche Eigenvektoren
angeordnet werden, wird mit @ = [@,D,,D;,...,Dy]
bezeichnet. In Y(®) = [Y (D), Y1), Y5(D), ..., Y (D]T wer-
den schlieBlich die N zugehorigen Zeitverlaufsfunktio-
nen zusammengefasst.

Die Eigenwerte, d. h. die Eigenfrequenzen sowie die zu-
gehorigen Eigenvektoren, werden an dieser Stelle als
bekannt vorausgesetzt. Zu deren Berechnung steht eine
Vielzahl von Rechenprogrammen zur Verfiigung.
Lisst sich die Dampfungsmatrix D in Gl. (53) als Line-
arkombination der Massen- und Steifigkeitsmatrix in
der Form D = oM + BK darstellen, dann und nur dann
vermogen die Eigenvektoren des zugeordneten unge-
dampften Systems die Differenzialgleichung zu entkop-
peln. Man spricht dann auch von einer proportionalen
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s o
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Bild 69. Eigenformen einer mit finiten Elementen diskretisierten Kragstruktur
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Bild 70. Abluftkamine mit Schwingungsdampfer
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Bild 71. Gegentiberstellung der modalen Dampfungswerte
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Bild 73. Frequenzgangfunktion H,(f) fir eine steifigkeits-
proportionale Dampfungsmatrix mit D =k - K = 0,045 - K

Déampfung (weiteres zum Ansatz der Dampfung s. Ab-
schnitt 3.2). Allerdings sei bereits an dieser Stelle dar-
auf hingewiesen, dass fiir den Fall diskreter, d.h. ein-
zelner Dédmpferelemente wie beispielsweise bei Schorn-
steinen oder Turmbauwerken verwendet, ein
proportionaler Dampfungsansatz nicht mehr zielfiih-
rend sein kann.

Beispiel 4

Es wird ein Abluftkamin mit einer Hohe von 60 m, ei-
nem Durchmesser von 1,20 m sowie einer Manteldicke
von 5 mm betrachtet (Bild 70). Dieser soll durch einen
Schwingungsdampfer mit einer kinetisch wirksamen
Masse von 106 kg im Miindungsbereich bedimpft wer-
den. Die federelastische Anbindung der Dampfermasse
wird auf die erste Biegeeigenfrequenz abgestimmt und
mit einer Federsteifigkeit von 473 N/m sowie einer
Dampfungskonstanten von 55 Ns/m ausgebildet.

0.1 0.5 1 5 10

x=H X=3/4H --ooeeee x=H/2

Bild 72. Frequenzgangfunktion H,,(f) fiir einen diskreten
Schwingungsdampfer im Miindungsbereich mit einer Damp-
fungskonstanten d = 55 Ns/m

H()

0.1 0.5 1 5 10
f[Hz]

x=H x=3/4H ---enee- x=H/2

Bild 74. Frequenzgangfunktion H,,(f) fir eine masse-
proportionale Dampfungsmatrix mit D =k, - M = 0,21 - M
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Der Dampfer stellt ein diskretes Dampfungselement
dar und kann somit wie oben erldutert nur sehr einge-
schriankt tiber einen proportionalen Dampfungsansatz
beschrieben werden. Nachfolgend wird zum einen die
exakte Frequenzgangfunktion H,,(f) unter Beriicksich-
tigung der komplexen Eigenvektoren bei Vernachlissi-
gung jeglicher Strukturdimpfung dargestellt (Bild 72).
Sollte dennoch das Schwingungsverhalten auf der Basis
eines proportionalen Dampfungsansatzes beschrieben
und das logarithmische Ddmpfungsdekrement bei-
spielsweise der ersten Biegeeigenform der exakten Lo-
sung als BezugsgroBe zugrunde gelegt werden, so folgen
die in Bild 73 und Bild 74 dargestellten Frequenzgang-
funktionen fiir einen steifigkeits- und einen massepro-
portionalen Dampfungsansatz. Die modalen Damp-
fungskenngroBen sind fiir die ersten fiinf Eigenformen
in Bild 71 dargestellt, wobei fiir den steifigkeitspropor-
tionalen Ddmpfungsansatz lediglich die ersten beiden
Eigenformen harmonische Oszillationen bewirken und
aufgrund des schnell ansteigenden Dampfungsgrads
alle weiteren Eigenformen gar nicht mehr zu Schwing-
bewegungen angeregt werden konnen, sondern ledig-
lich zu aperiodisch abklingenden Bewegungen fiithren.

Vorerst wird jedoch weiter die Anwendbarkeit eines
proportionalen Dadmpfungsansatzes vorausgesetzt.
Wird in die Differenzialgleichung nunmehr der modale
Ansatz u(t) = ®Y(t) eingesetzt und die Bewegungsglei-
chung dann von links mit der transponierten Modal-
matrix multipliziert, so reduzieren sich die im Allgemei-
nen voll besetzten Masse-, Dampfungs- und Steifig-
keitsmatrizen aufgrund der sogenannten Orthogonalitit
der Eigenvektoren auf Diagonalmatrizen

OPTMDY(t) + DTDDOY(t) + PTKDY(t) = DTp(t)  (62)

mit den sogenannten generalisierten Groen auf den
Hauptdiagonalen.

_®T
Mpeq; = P MO,
generalisierte Masse

_®T — 2
kmod,i = O K®; = oy m,.q;

generalisierte Steifigkeit

Ainodi = @ DD; = oMy, + BKpnoai
generalisierte Ddmpfung

— — T
Prmodi = Mipod,; = @i P
generalisierte Last

Dies kommt einer Entkopplung in N unabhingig von-
einander 16sbare Differenzialgleichungen in der Form

mmod‘iyi(t) + dmod,iYi(t) + kmod.iyi(t) = pmod,i(t) (63)

gleich. Da i.d.R. die Schwingungsamplituden in den
physikalischen Lagekoordinaten interessieren, ist die
Losung gemdB Gl. (61) aus den ermittelten Einzello-
sungen fiir samtliche zu berticksichtigende y;(t) zu su-
perponieren.

Der groBe Vorteil der modalen Transformation liegt
darin begriindet, dass eine ausreichend genaue Ab-
schitzung des realen Schwingungsverhaltens tblicher
Konstruktionen bereits auf der Basis weniger Eigen-
vektoren gelingt und dadurch eine oftmals deutliche
Reduzierung des Rechenaufwands vorgenommen wer-
den kann.

Der Erregervektor p(t) beinhaltet im Allgemeinen so-
wohl die Information iiber die ortliche als auch tiber die
zeitliche Variation der duBeren Krifte. Fir die Ermitt-
lung der generalisierten oder modalen Lasten spielen
jedoch aufgrund der zeitlich konstanten Eigenvektoren
lediglich die ortlichen Komponenten eine Rolle, d.h.,
die zeitliche und ortliche Komponente kénnen getrennt
voneinander behandelt werden.

Dariiber hinaus sei angemerkt, dass die Eigenvektoren
lediglich bis auf einen konstanten Faktor und somit
nicht absolut bestimmbar sind. Aus diesem Grund ist
stets eine Normierung der Eigenvektoren erforderlich.
Dabei sind je nach Anwendungsfall durchaus unter-
schiedliche Normierungen gebriduchlich. Im Hinblick
auf eine tibersichtliche Darstellung wird hiufig die Ma-
ximalamplitude der jeweiligen Eigenform zu eins ge-
setzt. Besonders tbersichtlich gestalten sich die ent-
koppelten Differenzialgleichungen fiir den Fall, dass
m,,.q; = 1,0 resultiert. Eine weitere Moglichkeit besteht
darin, die Lénge des Eigenvektors auf eine bestimmte
GroBe, z.B. 1,0 zu normieren. Wichtig ist dabei nur,
dass die modalen oder generalisierten Gréfen von der
Wahl der Normierung abhéngen. Die interessierenden
physikalischen VerschiebungsgroBen ergeben sich aus
einer Skalierung der modalen Werte, welche als Losung
des kinetisch dquivalenten Einfreiheitsgradsystems (s.
Abschnitt 2.1) ermittelt werden, mit den Amplituden
der zugehorigen Eigenschwingform (s. a. nachfolgende
Beispiele). Die Eigenwerte als Invarianten des zugrunde
liegenden Gleichungssystems sind hingegen unabhéin-
gig von der gewihlten Normierung.

Liegen keine diskreten Systemmatrizen, wie sie bei-
spielsweise fiir Starrkérpersysteme oder aber auch aus
FE-Modellen resultieren, vor, so ist dem Grunde nach
in analoger Weise die Ermittlung der Schwingungsant-
wort als Superposition beliebig vieler Eigenvektoren
multipliziert mit den jeweiligen Zeitverlaufsfunktionen
moglich. Die sogenannten generalisierten oder modalen
GroBen sind dann jedoch nicht mehr tiber Skalarpro-
dukte zwischen den Systemmatrizen und den Eigenvek-
toren zu ermitteln.

Die modalen GroBen ergeben sich beispielsweise fiir ein
ebenes Stabsystem (Bild 75) zu:

L N M
M0 = [ MEOOFOAX + X M 02(xy) + Zle,jq)'iz(x_i)
0 « ! [ke]

L N M
Kpnoai = / BIOO"200dx + Y Ky 07(xy) + ZKe,jq)'iz(Xj)
0 « ! [N/m]

L N M
Pinodi = / POOO;0AX + X P oi(xy) + ZMe,jq)'i(xj)
0 « ! [N]
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wobei m(x) die Massebelegung, EI(x) die Biegesteifig-
keit (je nach zu beriicksichtigenden Freiheitsgraden
sind noch weitere Anteile wie Schub- und Torsionsstei-
figkeit zu addieren) und p(x) beliebig verteilte Strecken-
lasten darstellen. Mit M, werden Einzelpunktmassen
jeweils an der Stelle x,, mit Iy; Rotationsmassentréighei-
ten einzelner Starrkoper am Ort x;, mit K translatori-
sche Federsteifigkeiten an der Stelle x = x,, mit Kg;
Drehfederkonstanten an der Stelle x = x; und P, und
M,; schlieBlich Einzellasten- bzw. Einzelmomente an
den Stellen x = x; und x = x; beschrieben. Die modalen
Dampfungsparameter werden in der Regel aus Erfah-
rungswerten fiir die einzelnen Eigenschwingformen an-
gegeben.

Beispiel 5

Als Beispiel sei an dieser Stelle ein Einfeldtrager mit
konstanter Biegesteifigkeit EI, konstanter Massebele-
gung m, sowie der Lange L betrachtet. Die analytische
Losung fiir die Biegeeigenform folgt nach [2] zu:

0i(8) = sin(%; &)
Mit den Eigenwerten A; = i T sowie obigen Beziehungen
fir die generalisierten Massen und Steifigkeiten ergeben

S o . 1 Ko .
sich diese sowie die daraus tiber f; = % abgelei-
mod,i

teten Eigenfrequenzen fiir die ersten drei Eigenformen
zu:
1.0~
DN
0.0

£=xIL

)

— EF1 EF2 — EF3 — EF4

Bild 76. Eigenformen eines Einfeldtragers

Bild 75. Ebenes Stabsystem und schwin-
gungstechnisch relevante GréBen [5]

My, | (L my)/2 (L my)/2 (L my)/2
Kuoai [(EI®¥/(2 L% | (8 EI n%/L3 | (81 EI m*)/(2 L%)
¢ 1 n |EI n |EI 9 n |EI
ot PTVm 2TV,

Wie aus den Bildern 76 und 77 der ersten vier Eigenfor-
men zu erkennen, wurde die Maximalamplitude auf
den Wert 1 normiert. Als zweites Beispiel wird eine
Kragstiitze der Lange L mit ebenfalls konstanter Biege-
steifigkeit EI und Massebelegung m, betrachtet. Auch
dabei wurde die Maximalamplitude an der Kragarm-

spitze auf den Wert 1 normiert.
1
Mit den Eigenwerten A, = (n - §>n sowie den Eigen-

schwingformen des Kragarms

(&) = sin h(&;) — sin(2;)
sin h(\;) + sin(};)
cos h() + cos(hy) (cos h(A;€) — cos(2;8))

resultieren die modalen KenngroBen zu:

mod,i |(L M) /4 (L mg)/4 (L my)/4
modi (302.083 EI)/L? |(118.384 EI)/L3 |(952.832 EI)/L?

£ 0562|3506 L Jo.g0 "y EL
i g} FKO s ?HO s ?K{)

m,

k

1.0

0.5;
e
e |

0.0

—0.5;

;)10 012 014 016 018 110
E=xiL
— EF1 EF2 — EF3 — EF4

Bild 77. Eigenformen eines Kragarms
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Wie aus den vorangegangenen Beispielen zu erkennen,
kann die generalisierte Steifigkeit fiir die Grund-
schwingform ndherungsweise auch iiber den reziproken
Wert der zugehorigen Verformung infolge einer an die-
ser Stelle angreifenden Einheitslast ermittelt werden.
Diese ergiben sich fiir den Kragarm zu 3 EI/L sowie
fiir den gelenkig gelagerten Einfeldtréiger zu 48 EI/L3
(s. Standardliteratur des Bauwesens).

Interessieren die Schwingungszustinde an einer be-
stimmten Stelle der Tragstruktur, so empfiehlt es sich,
die Eigenvektoren an dieser Stelle auf den Wert 1 zu
normieren. Dann entsprechen die aus dem kinetisch
dquivalenten Einfreiheitsgradsystem abgeleiteten
Schwingungsgrofen fiir die betrachtete Eigenschwing-
form unmittelbar den Werten der Gesamtkonstruktion.
Weisen einzelne Eigenvektoren einen Schwingungskno-
ten, d.h. einen Nulldurchgang an der zu untersuchen-
den Stelle auf, so leisten diese keinen Beitrag zur
Schwingungsantwort an dieser Stelle und kdnnen ohne
Informationsverlust vernachldssigt werden.

Fortsetzung Beispiel 5

Als weiteres Beispiel seien die Schwingungsantwort ei-
nes einseitig eingespannten und auf der anderen Seite
gelenkig gelagerten Einfeldtragers infolge einer harmo-
nischen Anregung an der Stelle x = 0,2 - L diskutiert.
Als Parameter werden eine Trégerldnge von 10 m, eine
Biegesteifigkeit von EI = 8,4 E6 Nm?, eine Massebele-
gung m = 1000 kg/m, eine harmonische Kraftanregung
von 10 kN mit einer Anregungsfrequenz von 4,4 Hz
sowie ein fiir alle Eigenformen konstantes logarithmi-
sches Dampfungsdekrement von A = 0,1 herangezogen.
Um den Einfluss der gewdhlten Normierung auf die
modalen GroBen zu verdeutlichen, wird einmal eine
Normierung der Maximalamplitude der Eigenform auf
den Wert Eins betrachtet. Zusétzlich werden die Ampli-
tuden der Eigenvektoren an der hier interessierenden
Stelle bei x = 0,2 L zu eins gesetzt (Bilder 78, 79).

0.5~

23]

0.0

£=xil

— EF1 EF2 — EF3 — EF4

Bild 78. Normierung der Eigenvektoren auf deren Maximal-
amplitude

Explizit aufgefiihrt werden jeweils die modalen Massen,
Steifigkeiten und Dampfungswerte sowie die invarian-
ten Eigenschwingfrequenzen fiir die ersten drei Eigen-
schwingformen.

Normierung max. Amplitude
My, 4440 4444 4444
Kyen 8,86 ES 9,32 E6 4,06 E7
dyen 1996 6477 13515
f 2,25 7,29 15,2
Normierung x =0,2 L
My, 48135 8661 4598
Kyen 9,6 E6 1,81 E7 4,2 E7
dyen 216438 12624 13981
f 2,25 7,29 15,2

Die Ermittlung der Schwingungsantwort, welche natiir-
lich im Ergebnis unabhingig von der gewihlten Nor-
mierung sein muss, erfolgt tiber eine modale Superpo-
sition gemil Gl. (61), wiahrend die modalen Einzello-
sungen gemdlB Abschnitt 2 ermittelt werden.

Interessante Zusammenhinge offenbaren sich auch,
wenn Gl. (61) einer Fourier-Transformation unterzogen
und die Losung anschlieBend in Komponentenschreib-
weise dargestellt wird

N D®f N D,
_ 151 _ 1 T
U(f) - 1:21 _]21'Ef _ 7\“ P(f) - g _]Zﬂf _ 7\’1 ¢l P(f) (64)
=MPF
:=H(f)

Wird die Summe der dyadischen Produkte der Einheits-
vektoren multipliziert mit der oben dargestellten
Summe der Nennerterme zusammengefasst, so ergibt
sich daraus die Frequenzgangmatrix H(f). Diese wiede-
rum multipliziert mit dem Fourier-transformierten An-
regungsvektor P(f) liefert die Schwingungsantwort im
Frequenzraum. Wird hingegen ein Skalarprodukt mit

N> V4

0.0 0.2 0.4 06 0.8 10
£=xIL

— EF1 EF2 — EF3 — EF4

Bild 79. Normierung der Eigenvektoren auf den Wert Eins an
der interessierenden Stelle x = 0,2 L
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dem Anregungsvektor oder vielmehr der darin enthal-
tenen oOrtliche Verteilung der Krifte mit den jeweiligen
Eigenvektoren gebildet, so ergeben sich daraus die so-
genannten modalen Partizipationsfaktoren (MPF).
Diese erlauben zu einem gewissen Teil eine quantitative
Aussage liber den Beitrag der einzelnen Moden an der
Gesamtantwort. Greifen duBere Lasten in Schwin-
gungsknoten bestimmter Eigenformen an, so leisten
diese keinen Beitrag zur Schwingungsantwort. Mindes-
tens genauso wichtig wie die GroBe modaler Partizipa-
tionsfaktoren ist jedoch der Verlauf der Frequenzgang-
funktionen, welche analog der VergroBerungsfunktion
eines Einmassenschwingers die Bereiche starker dyna-
mischer Uberhdhungen charakterisieren.

3 Modellbildung und Idealisierung von
Baukonstruktionen

Bei der Beschreibung dynamisch beanspruchter Sys-
teme kommt der Modellbildung eine besondere Bedeu-
tung zu. Zum einen ist die Frage nach dem geeigneten
mechanischen Modell sowie zum anderen die Frage
nach dessen mathematischer Beschreibung zu klaren.
Als Leitgedanke ist dabei: ,,So einfach wie moglich und
so detailliert wie notig™ zu empfehlen. Sind lediglich glo-
bale Schwingbewegungen einer Struktur von Interesse,
so ist in jedem Fall die Beschreibung auf der Basis von
Balkenelementen einer unndotig aufwendigen Abbil-
dung durch Schalen- oder gar Volumenelemente vorzu-
zichen. Nicht nur, dass dadurch der erforderliche Re-
chenaufwand bedeutsam reduziert werden kann, auch
die mit einer unnétig hohen Anzahl von Freiheitsgra-
den bei der numerischen Analyse verbundenen Un-
schirfen und nicht quantifizierbaren Fehler konnen
dadurch vermieden werden.

Tabelle 3. Modale GréBen der Grundstabelemente (aus [2])

3.1 Modale GroBen ausgewahlter
Schwingungssysteme

Eine sowohl an der Reduzierung des Rechenaufwands
als auch vor allem im Hinblick auf ein vertieftes Ver-
stindnis der Modellierung und Rechenabldufe orien-
tierte Vorgehensweise stellt die modale Betrachtungs-
weise dar. Dabei wird die Schwingungsantwort als Su-
perposition von Schwingbewegungen der jeweiligen
Eigenvektoren aufgebaut (s. Abschnitt 2). Fiir eine
iiberwiegende Anzahl an Konstruktionen geniigt dabei
die Betrachtung der Grundeigenform sowie ggf. weni-
ger weiterer Eigenvektoren, um eine hinreichende
Approximation der im Rahmen der Theorie exakten
Losung zu erhalten.

1 |EI
In Tabelle 3 sind die Eigenfrequenzen f; = X; - \/:M

sowie die Eigenformen y;() fiir die vier Grundsysteme
von Stabstrukturen zusammengestellt. Diese exakten
analytischen Losungen fiir entlang der Stabachse kon-
stante Biegesteifigkeit und Massebelegung konnen hiu-
fig auch als brauchbare Néherung fiir &hnliche Systeme
herangezogen werden.

Wird die Normierung der Eigenformamplituden auf
den Wert Eins bei L/2 fiir die beidseitig gelagerten Sys-
teme sowie bei x = L fiir das einseitig gelagerte Kragsys-
tem vorgenommen, so ergeben sich fiir die Grund-
schwingformen die in Tabelle 4 aufgefiihrten generali-
sierten GroBen.

Wird nunmehr die modale Dampfung, beispielsweise

k m
iiber dpoq; =2A1 % bestimmt, so liegen

samtliche Informationen vor, um gemil den Angaben
in Abschnitt 2 die Schwingungsantwort in der Grund-
schwingform infolge einer Einzellast mit beliebigem
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Tabelle 4. Generalisierte GroBen fiir die Grundschwingform

System Normierung isierte Last

P
% . } x=L 1.0P
-~ L —>

;11111 }a
-— | —>
'l
& =N x=L/2 1.0P

< h2p L2y

IRERRE x=L/2 0.637 gL

-— ] —>

x=L 0.383 gL

Pl

% A x=L/2 1.0P
L/2_ L/2
-— e —>
q

21— +i I%m x=L/2 0.595 qL
- ] —

P

' E x=L/2 1.0P

BTN VAN

? 111 I,%* x=L/2 0.525qL

—

zeitlichen Verlauf an der Stelle der Maximalamplitude
der ersten Eigenform zu ermitteln.

3.2 Zum Ansatz der Dampfung in
baudynamischen Berechnungen

Eine moglichst wirklichkeitsnahe Berticksichtigung der
Dampfungseigenschaften einer Baukonstruktion stellt
durchaus keine triviale Angelegenheit dar. Dies trifft
sowohl fiir die Wahl der mathematischen Beschreibung
als auch fiir das unabhéngig davon festzulegende Dissi-
pationsvermdgen zu. Im Folgenden wird ein kurzer
Uberblick iiber gingige Dampfungsmodelle sowie de-
ren mathematische Beschreibung gegeben.

3.2.1 Geschwindigkeitsproportionale Dampfung

Der vorwiegend aus mathematischen Griinden ge-
brauchlichste Dampfungsansatz basiert auf der An-
nahme einer viskosen, d. h. geschwindigkeitsproportio-
nalen Dampfungskraft Fy(t).

mii(t) + du(t) + kut) =0 (65)

F 4

Mit dem unter Abschnitt 2.1 erlduterten Exponential-
ansatz u(t) = (i - eM folgen die Eigenwerte zu

dy’ :
7b1'2=6'_|'0\)0 1_<ﬂ) =8i1(DD (66)

Der Realteil 8 = d/2m beschreibt dabei den exponenti-
ellen Abfall der Schwingungsamplituden. Die Damp-

ierte Masse  Generalisierte Steifigkeit

0.24 mL 3EI
L3
0.24 mL 3EI
L3

05mL 487 El
L3

05mL 48.7El
L3

0.479 mL 139Kl
LS

0.479 mL 39Kl
L3

0.398 mL 1934 El
L3

0.398 mL 193.4El
L3

fungskraft ist in Phase mit der Schwinggeschwindigkeit
und fiir geringe Dampfungswerte in etwa proportional
zur Eigenkreisfrequenz op sowie zur Auslenkung u.
Wie ebenfalls bereits erldutert, ist die geddmpfte Eigen-
frequenz fir positive, d.h. energiedissipierende Sys-
temddampfung stets geringer als die korrespondierende
Frequenz der ungeddmpften Konstruktion, was jedoch
fiir baupraktisch tibliche Dampfungswerte i.d. R. ver-
nachléssigt werden kann.

Einen Sonderfall der viskosen Dampfung beschreibt die
Proportionalitéts- oder Rayleigh-Dampfung, bei wel-
cher die geschwindigkeitsproportionale Ddmpfungs-
konstante zu

d = om + Bk (67)

bestimmt wird. Die Rayleigh-Dampfung ist fiir Mehr-
freiheitsgradsysteme auch der einzige Ddmpfungsan-
satz, fiir welchen die gekoppelten Differenzialgleichun-
gen Uber eine Modaltransformation auf der Basis der
Eigenvektoren des zugeordneten konservativen, d.h.
ungeddmpften Systems entkoppelt werden konnen. Fiir
jede beliebige anders aufgebaute Dampfungsmatrix
sind dafiir die im Allgemeinen komplexen Eigenvekto-
ren zugrunde zu legen. Der Zusammenhang zwischen
o und f und dem Dampfungsgrad der betrachteten
Eigenform folgt zu:

(68)
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Mit einem Paar Rayleigh-Koeffizienten o und  ergibt
sich also im Allgemeinen fiir jede Eigenkreisfrequenz
, ein anderer Dampfungsgrad.

In der Regel sind o und B nicht bekannt, sie lassen sich
auch nicht direkt aus Messungen ermitteln. Indirekt
konnen sie jedoch aus dem Dampfungsgrad interessie-
render Eigenfrequenzen bestimmt werden. Dabei ist fiir
eine reine o-Dampfung der Dampfungsgrad D, pro-
portional zum Kehrwert der Frequenz. Dagegen wichst
der Dampfungsgrad D, fiir eine reine B-Dampfung li-
near mit der Schwingfrequenz an.

Der Term om in Gl. (67) kann physikalisch als Damp-
fung einer schwingenden Struktur in einem umgeben-
den Medium aufgefasst werden und ist im Sinne einer
dufleren Dampfung zu verstehen. Diese per Definition
massenproportionale Ddmpfung wirkt sich besonders
bei geringen Eigenfrequenzen aus. Weil an die Massen-
matrix gekoppelt, werden auch Starrkérperbewegungen
bedampft.

Der Term Bk kann als Materialddmpfung interpretiert
werden, da er von elastischen Verformungen des Sys-
tems abhéngig ist. Diese steifigkeitsproportionale
Dampfung wirkt besonders auf die hoheren Eigenfre-
quenzen.

Zusammenhang und frequenzabhidngige Summe aus
o- und B-Dampfung sind in Bild 80 dargestellt, wobei
die Festlegung fiir o, = 10 rad/s und m,= 25 rad/s er-
folgte. Aus den Schnittpunkten der horizontalen Linie
mit der Summenlinie wird deutlich, dass bei Vorgabe
eines Dampfungsgrads dessen exakte Realisierung mit
dem Modell der Rayleigh-Didmpfung nur fiir zwei Ei-
genfrequenzen moglich ist. Die Dampfung in allen an-
deren Eigenformen liegt entweder darunter oder darii-
ber. Die Kurvenverldufe verdeutlichen auch, dass der
o-Anteil die Eigenformen niedriger Frequenzen stark
dampft, wohingegen sich der B-Term reduzierend auf
Eigenformen der hohen Frequenzen auswirkt. Ist der
Abstand zwischen den Frequenzen f|, und f, nicht zu
groB, so dndert sich wegen des flachen Kurvenverlaufs
die Ddmpfung in diesem Bereich nur wenig, sodass fiir
den dazwischen liegenden Bereich nédherungsweise von

0.025 -

0.020 -

0.015 -

D[]

0.010 -

0.005 -

w

—— D_summe D.a — D_B — D_soll

Bild 80. Frequenzabhangigkeit der Rayleigh-Dampfung fiir
®; = 10 rad/s und w,= 25 rad/s

einer konstanten Ddmpfung ausgegangen werden
kann.

Soll nunmehr in einem Frequenzbereich zwischen f|
und f, ein anndhernd konstanter Ddmpfungsgrad er-
zwungen werden, berechnen sich die Rayleigh-Koeffi-

zienten o und B mit o, = 2xf; wie folgt:
2D D

- S S 69

g o+,  w(f, +1,) @)

o=w0,B=4n>f,f,B (70)

Waihrend fiir obige Parameter, d. h. fiir eine Fixierung
des gewilinschten Dampfungsgrads auf Kreisfrequen-
zen von 10 rad/s und 25 rad/s fiir den gesamten dazwi-
schen liegenden Frequenzbereich eine zufriedenstel-
lende Anndherung mit einer maximalen Unterschrei-
tung von ca. 10% mdglich ist, wird der Fehler mit
zunehmendem Abstand der Fixpunkte immer groBer
bis hin zu einer Unterschreitung von 50%. Dies wird
in Bild 81 fiir die Frequenzen von ®, = 10 rad/s und
, =250 rad/s verdeutlicht (vgl. auch Ausfithrungen zu
Beispiel 7).

Ein zentrales Merkmal der geschwindigkeitsproportio-
nalen Dampfung ist die grundsitzliche Frequenzabhén-
gigkeit der Dadmpfungskraft. Diese, vielen empirischen
Beobachtungen zuwider laufende Tatsache kann exakt
nur durch eine modale Entkopplung sowie die anschlie-
Bende manuelle Festlegung einer tiber alle Frequenzbe-
reiche konstanten Dampfung umgangen werden. Das
wiederum ist jedoch nur moglich, sofern das gekoppelte
Differenzialgleichungssystem durch reelle Eigenvekto-
ren entkoppelt werden kann, was ausschlieBlich fiir ein
proportional geddmpftes System der Fall ist. In der Pra-
xis wird deshalb héufig folgender Weg beschritten. Die
Eigenfrequenzen und Eigenvektoren werden unter Ver-
nachlissigung jeglicher Dampfung bestimmt. Im An-
schluss werden dann die n entkoppelten Bewegungsdif-
ferenzialgleichungen sukzessive gelost, wobei jedem
EFG-System eine beliebige, z. B. frequenzunabhingige,
Déampfung zugewiesen wird. An dieser Stelle wird er-
neut darauf hingewiesen, dass diese Vorgehensweise fiir
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Bild 81. Frequenzabhangigkeit der Rayleigh-Dampfung fiir
®; = 10 rad/s und ®, = 250 rad/s
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Systeme mit diskreten Ddmpfungselementen nur eine
Niherung darstellen kann. Da die in Ansatz gebrachten
Déampfungseigenschaften jedoch in aller Regel ohnehin
nur auf zum Teil sehr groben Schitzungen oder Erfah-
rungswerten beruhen, ist diese Vorgehensweise durchaus
vertretbar sowie oftmals alternativlos (Tabelle 5).

3.2.2 Strukturelle Dampfung

Fiir den Fall eines strukturellen Dimpfungsansatzes,
welcher per se eine von der Frequenz unabhingige
Dampfungskraft beschreibt, wird das reale Material-
verhalten nicht durch getrennte Feder- und geschwin-
digkeitsproportionale Dadmpfungselemente, sondern
durch eine komplexe Feder k = k(1 % in) bzw. analog
durch einen komplexen E-Modul E = E(1 # in) angeni-
hert, wobei mit 1 der sogenannte Verlustfaktor einge-
fiihrt wird. Analog zur viskosen Dampfung fiihrt auch
fiir die daraus abzuleitende Differenzialgleichung

mii(t) + k(1 % im)u(t) =0 (71)

ein Exponentialansatz zum Ziel und schlieBlich auf die
Eigenwerte

A,=0*imp (72)
Wobei der Realteil wiederum der geddmpften Eigenfre-
quenz

I ++1+n?
0p = 0y — - (73)

2

entspricht, die fiir Systeme mit positiver Dampfung
stets groBer als die zugehorige ungeddmpfte Schwing-
frequenz ausfillt. Der Imaginérteil des Eigenwerts re-
prasentiert das Dampfungsverhalten und folgt zu

>
5= ot “;”‘ (74)
Auffallend ist dabei, dass die daraus resultierende
Dampfungskraft unabhingig vom Démpfungsgrad
stets in Phase mit der Geschwindigkeit verlauft und an-
ders als im Fall der viskosen Dampfung nicht von der
Schwingfrequenz abhingt. AbschlieBend sei noch dar-
auf hingewiesen, dass der strukturelle Dampfungsan-
satz streng genommen ausschlieBlich fiir stationére
Schwingungszustinde definiert ist.

33 Bestimmung von Ersatzfedersteifigkeiten

Héufig konnen Baukonstruktionen im Hinblick auf die
Beurteilung deren Grundschwingformen als Systeme
mit starren MassekOrpern und masselosen Ausstei-
fungskonstruktionen idealisiert werden. Die Ausstei-
fungskonstruktionen konnen dabei aus biegeweichen
Stabsystemen oder dehnweichen Verbandskonstruktio-
nen bestehen.

In Tabelle 6 sind Hilfsmittel zur Bestimmung der wirk-
samen Ersatzsteifigkeiten ausgewihlter Aussteifungs-
systeme zusammengestellt, die eine praktikable und

schnelle Abschitzung der Grundeigenfrequenzen und
Schwingungserscheinungen ermdglichen.

Fiir beliebige Stabsysteme konnen die interessierenden
Ersatzfedersteifigkeiten an den betrachteten Stellen
z. B. auch liber das KraftgroBenverfahren ermittelt wer-
den (vgl. z. B. [17]).

34 Massentragheitsmomente

Kann die kinetische Wirkung der Masse nicht mehr als
in einem Punkt konzentriert angenommen werden, so
sind neben den translatorischen auch die rotatorischen
Massentragheitskréifte von Bedeutung. Als Beispiel
seien an dieser Stelle Konstruktionen mit einer Neigung
zu Flattererscheinungen (vgl. Abschnitt 5.3.4) genannt,
bei welchen neben den Biege- auch die Torsionsschwin-
gungen eine zentrale Rolle spielen. In Tabelle 7 sind
Formeln zur Bestimmung der Massenmomente zweiter
Ordnung fiir gebrauchliche Korper aufgefiihrt.

35 Eigenfrequenzen und Eigenformen
ausgewadhlter Schwingungssysteme

Eine ndherungsweise Abschitzung der ersten Eigenfre-
quenz von Biegebalken kann auf der Basis des soge-
nannten Rayleigh-Quotienten vorgenommen werden.
Dieser folgt aus der Energiebilanz zwischen kinetischer
und potenzieller Energie, d. h. unter Vernachlidssigung
jeglicher Dampfungseigenschaften zu

L
[ EICOW 2(x)dx
2 _ 0
WY=""1
[ ueoW2c0dx
0

bzw. fir EI(x) und p(x) = const.

L
EI [ W 2(x)dx
0lh=—"tr—— (75)
u [ W2dx
0

Der Rayleigh-Quotient liefert fiir exakte Eigenschwing-
formen auch die exakten Eigenfrequenzen. Sind diese
nicht bekannt, so konnen auch entsprechende Néhe-
rungen z. B. Biegelinien infolge von Gleichstreckenlas-
ten etc. zugrunde gelegt werden, wobei auch nur Néhe-
rungen fiir die Eigenfrequenzen gefunden werden, die
stets hoher liegen als die tatsdchlichen.

Daraus lasst sich auch die Formel von Morleigh, die
fir Biegebalken unter Eigengewichtsbelastung p(x) =
g - W(x) giiltig ist, ableiten

L
[ ueOWEdx
0} =gT—— (76)
[ ueoW2dx
0

Fiir konstante Steifigkeitsverhéltnisse und Massenbele-
gung kann z. B. flir einen gelenkig gelagerten Einfeld-
trager die erste Eigenfrequenz aus der maximalen
Durchbiegung infolge Eigengewichtsbelastung zu
®% =g/ W, bestimmt werden (Bilder 82, 83).
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Tabelle 5. Erfahrungswerte fir Dampfungseigenschaften ausgewahlter Baukonstruktionen (aus [2])
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Tabelle 6. Ersatzfedersteifigkeiten fiir ausgewahlte Stabsysteme (aus [17])

Grundelement Ersatzfedersteifigkeit Grundelement Ersatzfedersteifigkeit
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Tabelle 7. Massentragheitsmomente fiir ausgewahlte Korper (aus [2])
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Bild 83. Ermittlung der Drehfedersteifigkeit fiir ein rechteckiges Fundament (aus [2])
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4 Messen von BewegungsgroBen

Ein zentraler Unterschied zwischen statisch und dyna-
misch beanspruchten Baukonstruktionen besteht darin,
dass bei der Dimensionierung Letzterer eine Auslegung
auf der sicheren Seite nicht ohne Weiteres moglich ist.
Wie an vielen Stellen in diesem Beitrag aufgezeigt, be-
wirkt eine Verdnderung von Masse, Steifigkeit oder
Déampfungsvermogen das dynamische Verhalten der
gesamten Konstruktion. Insbesondere die Dampfungs-
eigenschaften von Baukonstruktionen lassen sich nur
selten durch Rechenansdtze und Erfahrung hinreichend
genau vorhersagen, sodass i.d.R. auf In-situ-Messun-
gen zuriickgegriffen werden muss.

41 Auswertung diskreter Zeitschriebe

Im Falle von Messungen interessieren neben den in Ab-
schnitt 2.2.5 aufgezeigten Zusammenhdngen fiir konti-
nuierliche Prozesse hédufig auch die mit einer oftmals
notwendigen Digitalisierung bzw. Diskretisierung ver-
bundenen Besonderheiten. Naturgemi3 handelt es sich
bei den nachfolgend dargestellten Werten nur um
Schitzwerte im Hinblick auf die Charakteristika der zu-
grunde liegenden Grundgesamtheit (s. hierzu auch [1]).
Es liege ein Messschrieb der Messdauer T [s] in der
Form von N Messwerten X; sowie der daraus resultie-
renden Intervalllinge At=T/N vor. Der empirische
(Zeit-)Mittelwert folgt zu

__ 1N
X(O=p, = ﬁ; % W

Werden im Folgenden ausschlieBlich die daraus resul-
tierenden mittelwertbefreiten Signale in der Form
X; = X; — W, betrachtet, so entspricht der quadratische
Mittelwert gleich der Varianz des Prozesses:

I 1 N
xX(t) = 62 = var(x) = NZI x? (78)

Bei der Ermittlung von Korrelationsfunktionen aus dis-
kretisierten Messschrieben muss beachtet werden, dass
aufgrund der endlichen Messschrieblinge auch die kor-
relierbare Werteanzahl mit fortschreitender Korrelati-
onsweite abnimmt, sofern die Messschriebe nicht
kiinstlich periodisch fortgesetzt werden. Auch im Falle
einer periodischen Fortsetzung der Messschriebe wer-
den die daraus ermittelten Korrelationswerte mit zu-
nehmender Korrelationsweite unbrauchbar, da sich die
Selbsterhaltungsneigung der Messdaten verstarkt. Aus
diesem Grund sind verwertbare Ergebnisse flir aus dis-
kreten Signalen ermittelten Korrelationsfunktionen nur
fiir einen Bereich 1,,, < 0,1 - T zu erwarten.

1 Nk
Rxx,k = Rxx(kAt) = ﬂ 1:21 X Xitk
k=0, 1,2,...m) (79)

Die Ermittlung der spektralen Leistungsdichtefunktion
kann entweder tiber eine diskrete Fourier-Transforma-

tion aus der soeben gefundenen Korrelationsfunktion
ermittelt werden. In der Praxis erfolgt die Ermittlung
jedoch fast ausschlieBlich unmittelbar aus der diskreten
Fourier-Transformierten des eigentlichen Signals zu

Sulk - ) =T - [X(k - HX(k - D) (80)

Liegt ein Messschrieb mit insgesamt N Messwerten vor,
so kann die diskrete Fourier-Transformierte zu

n N-l .
_ —j2mnk /N
X(NAT) kz:;)x(kAT)eJ (81)
ermittelt werden, wobei mit AT die Zeitschrittweite der
Abtastung bezeichnet wurde.

4.2 Messtechnik und praktische Hinweise

Zur Erfassung der Schwingbewegungen einer Kon-
struktion steht eine Vielzahl an Sensortypen auf der
Basis unterschiedlichster Messprinzipien zur Verfii-
gung, die eine Messung des Schwingwegs, der Schwing-
geschwindigkeit oder der Beschleunigung erlauben. Bei
der Auswahl der Sensoren muss neben der Applizier-
barkeit sowie den Einsatzbedingungen insbesondere
auch auf den erfassbaren Frequenzbereich geachtet
werden. In Tabelle 8 erfolgt eine Gegeniiberstellung der
wesentlichen Merkmale exemplarisch ausgewéhlter
Messsensoren. Dabei wird weniger auf die Vor- und
Nachteile der jeweiligen Messprinzipien als vielmehr
auf die Besonderheiten bei der praktischen Handha-
bung eingegangen.

Unabhéngig vom Messprinzip erfassen Wegsensoren
die Schwingbewegungen der zu untersuchenden Kon-
struktion relativ zu einem Fixpunkt. Dieser Fixpunkt
kann somit nicht Bestandteil der untersuchten Bauteil-
komponenten sein und ist oftmals nur durch aufwen-
dige Hilfskonstruktionen zu realisieren. Dabei ist auf
die moglicherweise das Messergebnis beeinflussende
Schwingungsreaktion dieser Fixkonstruktionen zu ach-
ten.

Aus diesem Grund werden zur Beurteilung von Bau-
konstruktionen haufig Beschleunigungssensoren einge-
setzt. Diese erlauben eine Messung der absoluten
Schwingbeschleunigung im Bereich der Applikations-
stelle. Sofern der Frequenzbereich des Sensors auf das
Schwingungsverhalten der zu untersuchenden Kon-
struktion abgestimmt ist, sind diese hervorragend zur
Erfassung der Eigenfrequenzen geeignet. Vorsicht ist
jedoch immer dann geboten, wenn aus gemessenen Be-
schleunigungsverlaufen durch eine zweifache Integra-
tion auf den Schwingweg geschlossen werden soll.
Grund dafiir ist, dass jedes Messsignal mit Messfehlern
z.B. in der Form von Messrauschen behaftet ist und
sich diese Messfehler beim Integrieren fortpflanzen.
Auch was den Applikationsort und die Art und Weise
der Sensorbefestigung angeht, muss der zu untersu-
chende Frequenzbereich mit in Betracht gezogen wer-
den. Als Beispiel fiir mogliche Fehlinterpretationen
seien die Beschleunigungsverldufe der Vorderachse ei-
nes instrumentierten Fahrzeugs diskutiert.
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Tabelle 8. Gegeniiberstellung unterschiedlicher Messsensoren

Sensortyp (Messgrof3e)

Vorteile

Nachteile

Beschleunigungssensor (a)

— leicht applizierbar

— kein Fixpunkt notwendig

— fiir unterschiedliche Beschleunigungs-
bereiche verfiighar

— gut zur Frequenzbestimmung geeignet

— robuste Ausfiihrung auch fiir Dauer-
einsatz im AuBenbereich

— Schwingungsamplitude nur tiber
Integration bestimmbar

Laser-Sensor (u)

— keine Applikation am Objekt notwendig
— sehr gute Frequenzauflosung

— hohe Genauigkeit

— groBe Messwege realisierbar

— externer Fixpunkt erforderlich

- teuer

— aufwendige SchutzmaBnahmen bei
Dauereinsatz im AuBenbereich

Wegsensoren (u)

— oft glinstiger als Laser-Sensoren

— robuste Bauweisen auch fiir den
Dauereinsatz im AuBenbereich verfiig-
bar

— Applikation am Objekt und externer
Fixpunkt erforderlich

— bei mechanischen Tastern Begrenzung
des erfassbaren Frequenzbereichs sowie
oftmals geringe Bewegungsmaglichkeit
quer zur Messrichtung

— Messweg oftmals begrenzt

DMS (Verzerrung, u)

— liefert unmittelbar Beanspruchungen
der Struktur
— gut zur Frequenzbestimmung geeignet

— metallische Oberfléche erforderlich

— aufwendige SchutzmaBnahmen bei
Messungen im AuBenbereich

— Entfernen von Beschichtungen notwendig

— Schwingwege nur tber ggf. fehler-
behaftetes post-processing mit Struktur-
informationen ermittelbar

Seilzugsensoren (u)

— glinstig
— robuste Aushildung auch fiir AuBen-
bedingungen

— nur fiir niedrigen Frequenzbereich
geeignet

— Applikation am Objekt und externer
Fixpunkt erforderlich
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Tabelle 8. Gegeniiberstellung unterschiedlicher Messsensoren (Fortsetzung)

Sensortyp (MessgroBe) Vorteile

Nachteile

Kraftaufnehmer — DMS-basiert

hohe Genauigkeit

— Messauflosung abhangig von Maximal-

— stabile Messsignale, keine Sensordrift kraft
— sehr groBe Sensorabmessungen erforder-
lich
Kraftmesssensoren — Piezo-basiert
— Messauflésung unabhangig von der — neigt zu Sensordrift

Maximalkraft

maglich

kleine BaugroBen bei hoher Steifigkeit

— weniger geeignet fiir [ingere Mess-
signale

Wie aus dem Beschleunigungszeitverlauf sowie dem
zugeordneten Frequenzspektrum eindeutig zu erken-
nen, sind den interessierenden globalen Schwingbewe-
gungen der Fahrzeugachse, die sich erfahrungsgemi3
in einem Frequenzbereich kleiner als 15 Hz abspielen,
dominante hoherfrequente Schwingungen {iberlagert
(Bilder 84, 85). Diese resultieren aus resonanzahnlichen
Schwingbewegungen der Lenkkonstruktion, auf wel-
cher die Beschleunigungssensoren appliziert wurden.
Erst durch die Anwendung entsprechender Filter wird
eine Bewertung der eigentlich interessierenden globalen
Vertikalschwingbewegungen der Vorderachse moglich.
Abschlielend sollen an dieser Stelle noch Anmerkun-
gen zur Festlegung der Abtastfrequenz aufgefithrt wer-
den. Jede Digitalisierung eines analogen Messsignals
kommt einer zeitlichen Diskretisierung, d. h. Abtastung
gleich. Dabei konnen auch fiir idealisierte Verhéltnisse
ausschlieBlich Frequenzen bis maximal zur halben Ab-
tastfrequenz korrekt erfasst werden. Sind in dem be-
trachteten Signal, d.h. in der zu untersuchenden
Schwingbewegung oder den stets enthaltenen Messfeh-

Bild 84. Gefilterte und ungefilterte Vertikalbeschleunigung der
rechten Vorderachse [9]

lern, hohere Frequenzen enthalten, so fithrt dies unwei-
gerlich zu Verfilschungen des ermittelten Amplituden-
spektrums.

Auch die der Frequenzanalyse zugrunde gelegte Mess-
schriebldnge ist von Bedeutung. Zum einen wird durch
die Betrachtung eines ldngeren Zeitabschnitts die er-
reichbare Frequenzauflosung erhoht. Dabei sei jedoch
angemerkt, dass die oftmals in der Literatur zu fin-
dende Empfehlung, wonach das Auffiillen eines transi-
enten Messignals mit ,,Nullen” zur Verldngerung der
Messschrieblidnge physikalisch gesehen unsinnig ist, da
dadurch keine zusitzlichen Informationen generiert
werden konnen. Zwar kann dadurch die Frequenzauf-
16sung erhoht, d. h. der Abstand der ermittelten Ampli-
tudenwerte auf der Frequenzachse verringert werden,
jedoch ist dieselbe Verdichtung der Amplitudenwerte
durch eine Interpolation auf der Basis der Fourier-
Transformierten der Fensterfunktion zu erzielen. Zum
anderen spielt neben der Abtastrate die Lange der
Messaufzeichnung auch eine entscheidende Rolle im
Hinblick auf mégliche Verfilschungen des wahren Fre-

Bild 85. Zugehdriges Amplitudenspektrum der Vertikalbeschleu-
nigung [9]
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Bild 88. Zeitverlauf eines digitalisierten Messsignals fiir
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quenzspektrums (s. Bild 85). Um bei periodischen
Signalen Frequenzverfilschungen infolge von Fenster-
langen ungleich der Grundperiodenlinge zu vermei-
den, koénnen entsprechende Filterfunktionen angewen-
det werden. Hierflir wird auf die einschldgige Literatur
([1, 4, 5] etc.) verwiesen. Werden keine Filter zum Ein-
satz gebracht, so resultieren daraus die in den Bildern
86 bis 89 dargestellten Verfdalschungen der Amplitu-
denspektren. Aus einer Gegeniiberstellung des exakten
Spektrums fiir die Fensterldnge T,, = 10 - T, (wobei mit
T, die Grundperiode des periodischen Signals gemeint
ist) mit dem Spektrum fiir eine Fensterlinge T, =
9,5 - T, wird deutlich, dass Letzteres deutlich breitere
Frequenzzipfel aufweist.

5 Ausgewahlte Schwingungsphanomene
5.1 Schwingungsdampfer

Viele Konstruktionen wie FulB3gingerbriicken, Schorn-
steine oder turmartige Konstruktionen bediirfen
schwingungsddmpfender MalBnahmen. Oftmals wer-
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Bild 87. Amplitudenspektrum der Messwerte fiir unterschied-
liche Fensterldngen
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den dazu Schwingungstilger oder Schwingungsdampfer
vorgesehen. Unter einem Schwingungstilger wird eine
federelastisch an die zu bedampfende Hauptkonstruk-
tion angekoppelte Masse ohne wesentliche Damp-
fungseigenschaften verstanden. Dies fiithrt bei einer
idealen Frequenzabstimmung dazu, dass die Schwin-
gungsamplituden im Falle einer harmonischen Anre-
gung mit eben dieser Frequenz vollstéindig unterbunden
werden. Weicht die Anregungsfrequenz nur geringfiigig
von diesem Sollwert ab oder sind mehrere Eigen-
schwingformen und somit Eigenfrequenzen der Haupt-
konstruktion mafBgeblich an der Schwingungsantwort
beteiligt, so verliert der Tilger seine Wirksamkeit und
kann die Schwingungsamplituden sogar noch verstir-
ken. Das bedeutet, dass Schwingungstilger nur fiir aus-
gewihlte Schwingungsphidnomene mit definierter sch-
malbandiger Anregung zielgerichtet eingesetzt werden
konnen.

Wird zusitzlich zur federelastischen Anbindung noch
ein energiedissipierendes, d.h. ddmpfendes, Element
zwischen der Haupt- und der Zusatzmasse angeordnet,
so wird diese Konstruktion als Schwingungsdampfer
bezeichnet. Wird die dominierende oder zu untersu-
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Bild 90. Zweifreiheitsgradsystem und zugehdriges
Differenzialgleichungssystem

chende Schwingform der Hauptkonstruktion auf der
Basis der zugeordneten generalisierten KenngroBen be-
schrieben, so kann der in Bild 90 dargestellte Zweimas-
senschwinger als Ersatzmodell herangezogen werden.
Neben dem Massenverhéltnis = m,/m,wird i.d.R.
auch das Frequenzverhéltnis der isoliert betrachteten
Schwingungssysteme x = k, /k, eingefiihrt. Eine quali-
tative wie quantitative Bewertung des vorliegenden
Zweimassenschwingers kann sehr einfach auf der Basis
der Frequenzgangfunktionen Hy(f) erfolgen. Die Fre-
quenzgangmatrix folgt gemil Gl. (55) zu

H(jf) = [-(2n)>M + j2nfD + K] ! (82)

Dabei beschreiben beispielsweise die Frequenzgang-
funktion H,,(jf) die absolute Schwingungsreaktion der
Hauptmasse m, auf eine Kraftanregung derselben und
die Frequenzgangfunktion H,,(jf) die absolute Schwin-
gungsreaktion der Zusatzmasse m, auf eine Kraftanre-
gung an der Hauptmasse m,. Fiir die konstruktive Aus-
legung z. B. des Ddmpfergehduses sind dariiber hinaus
die relativen Schwingungsamplituden zwischen den
beiden Massen von Interesse, da die vorzuhaltenden
Schwingwege darauf abgestimmt werden miissen.
Diese konnen ebenfalls sehr elegant aus den Frequenz-
gangfunktionen ermittelt werden. Die VergroBerungs-
funktion der relativen Schwingungsamplituden zwi-
schen den beiden Massen folgt zu

Huz—ul(jf) = Hn(if) - Hll(jf) (83)

Bei der Subtraktion der Frequenzgangfunktionen in
Gl. (83) sind zwingend die vollstindigen komplexen
GroBen zugrunde zu legen, da ansonsten die Phasenin-
formation nicht richtig beriicksichtigt werden kann,
was zu unsinnigen Ergebnissen fithrt. Wie bereits in
Abschnitt 2.2.1 erldutert, resultieren die nachfolgend
dargestellten VergroBerungsfunktionen der Schwin-
gungsamplituden aus den soeben aufgezeigten Fre-
quenzgangfunktionen zu

V(o) = Yam [H(jw)| (84)
uslal
Das dimensionslose Frequenzverhiltnis der Anregung
N = Q/wg wird stets auf die Eigenfrequenz des Haupt-
systems o = ®, =k, /m, bezogen. Wie aus der Ge-
geniiberstellung der VergroBerungsfunktionen fiir die
Hauptmasse fiir die Massenverhiltnisse p = 0,1 und
W1 = 0,05 in den Bildern 91 bis 96 zu erkennen, ist eine
bestimmte Grofle der Zusatzmasse erforderlich, damit
die daraus resultierende Energie die Schwingungen der
Hauptmasse wirkungsvoll zu beddmpfen vermag.
Aus den Bildern 93 und 94 wird dariiber hinaus deut-
lich, dass der Schwingungsddmpfer mit abnehmender
Dampfungscharakteristik zunehmend in Richtung
Schwingungstilger strebt. Was bedeutet, dass zwar die
Schwingungen der Hauptkonstruktion im Tilgungs-
punkt gegen null streben, aber diese fiir geringfiigig
veranderte Anregungsfrequenzen deutlich hoher aus-
fallen. Im anderen Grenzfall einer zu hohen Dampfung
wird die Zusatzmasse starr an die Hauptmasse gekop-
pelt und die schwingungstilgende Wirkung geht eben-
falls gegen null.
Wie aus den Bildern 91 und 92 zu erkennen, hat die Ver-
stimmung ¥ = ®,/®, einen entscheidenden Einfluss auf
die maximalen Schwingungsamplituden der zu bedamp-
fenden Hauptkonstruktion. Die optimale Wirkung eines
Schwingungsdampfers folgt fiir die Verstimmung

1

ot =T

(85)
Neben der optimalen Verstimmung, d.h. Wahl der Ei-
genfrequenz der isoliert betrachteten bedampften Zu-
satzmasse, lassen sich zwei Kriterien fur die Wahl einer
optimalen Dampfung angeben (vgl. [2]):

3u

D A
o = (T
u
Do = 20+1) (86)
wobei D, | stets auf geringere Ddmpfungswerte fithrt

als D, ». Ausgewertet fiir ein Massenverhiltnis p = 0,1
folgen die optimale Verstimmung zu K, = 0,90909
sowie die optimalen Ddmpfungsparameter zu D, =
0,1678 und D, = 0,213. Fiir das Massenverhiltnis
w=0,05 folgen diese zu k., = 0,95, D 0,1273 und
Dpip = 0,1543.

opt opt,1 =
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30 - 4
25

20 - 1

ufustat [-]

— k=10 — k=09 — k=0.8 — k=1.1

Bild 91. Bezogene Schwingungsamplitude der Hauptmasse,
u=0,1, D = 0,05, Variation der Frequenzabstimmung

30+

ul/utstat [-]
N
o
T
|

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

— k=1,0 — k=09 — k=0.8 — k=11

Bild 92. Bezogene Schwingungsamplitude der Hauptmasse,
u = 0,05, D = 0,05, Variation der Frequenzabstimmung

ul/ulstat [-]

~
T

ul/utstat [-]
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nl-l

— D=03 — D=0.1 — D=0.1678 — D=0.213

Bild 93. Bezogene Schwingungsamplitude der Hauptmasse,
w=0,1, k = 0,909, Variation des Lehr'schen DampfungsmaBes

(u2-ut)utstat [-]

I
0.6 0.8 1.0 12 14
nl-l

— D=0.2 — D=0.08 — D=0.1273 — D=0.1543

Bild 94. Bezogene Schwingungsamplitude der Hauptmasse,
W = 0,05, x = 0,95, Variation des Lehr'schen DampfungsmaBes

(u2-ut)futstat [-]
@
T

— D=0.3 — D=0.1 — D=0.1678 — D=0.213

Bild 95. Bezogene relative Schwingungsamplitude zwischen
den beiden Massen, 1 = 0,1, k = 0,909, Variation des
Lehr'schen DampfungsmaBes

— D=0.2 — D=0.08 — D=0.1273 — D=0.1543

Bild 96. Bezogene relative Schwingungsamplitude zwischen
den beiden Massen, 1 = 0,05, k = 0,95, Variation des
Lehr'schen DampfungsmaBes
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Betrachtet man ausschlieBlich die zu beddmpfenden
Schwingungsamplituden der Hauptkonstruktion, so
fallt die Wahl zweifelsohne auf das optimale Damp-
fungsmal3 D, ;, da eine hohere Diampfung gemil
D, keinerlei Vorteile bringt und die Schwingungs-
amplituden der Hauptmasse nicht weiter gedriickt wer-
den konnen. Wird die Dampfung noch héher einge-
stellt, so wachsen die Schwingungsamplituden sogar
wieder an. Die zweite Masse wird dann zu steif bzw.
starr an die Hauptmasse gekoppelt und aus dem Zwei-
freiheitsgradsystem wird ein Einfreiheitsgradsystem mit
synchron schwingenden Massen. Aus einem Vergleich
der optimalen Dampfungswerte fiir die Massenverhalt-
nisse i =0,1 und = 0,05 wird dariiber hinaus deutlich,
dass diese mit geringerer Zusatzmasse ebenfalls nach
unten gehen.

Werden hingegen die Relativschwingungsamplituden
der Zusatzmasse betrachtet, welche bei der konstrukti-
ven Durchbildung des Dampfers von Interesse sind, so
fallen diese fiir die Ddmpfung D, , etwas geringer aus
als fiir D, ;. Auch diesbeziiglich bringt eine noch ho-
here Dampfung keine Vorteile, da die maximalen
Schwingungsamplituden nicht weiter reduziert werden
konnen.

Abschliefend sei noch darauf hingewiesen, dass die
maximalen Schwingungsamplituden der Hauptkon-
struktion fiir baupraktisch sinnvolle Massenverhilt-
nisse nur moderat von diesen abhdngen und mit stei-
gender Zusatzmasse lediglich eine geringfiigige Redu-
zierung der Schwingungsamplituden erzielt werden
kann. Hingegen sinken die Relativbewegungen der
Zusatzmasse deutlich mit steigendem Massenverhiltnis
(s.a. Bild 97).

Bild 97. Bezogene Schwingungsamplituden der
Haupt- und Zusatzmasse fiir optimale Verstimmung
und optimale Dampfungsgrade [2]

Fortsetzung zu Beispiel 4

Als Beispiel fiir die Anordnung eines Schwingungs-
dampfers wird ein Abluftkamin mit einem Dampfer im
Miindungsbereich betrachtet (Bild 70). Der Kamin
weise eine Gesamthohe von 60 m, einen Rohrdurch-
messer von 1,20 m sowie eine Wandstiarke von durch-
gingig 5 mm auf. Das Flichentriagheitsmoment folgt
daraus zu I, = w/4(R* - 1*) = n/4(60* — 59,5%) =
335.074 cm*. Mit den Formeln in Abschnitt 3.1 folgt die
erste Biegeeigenfrequenz unter der Annahme einer star-
ren Fundamenteinspannung sowie mit dem Eigenge-
wicht von m = A - p = ©(R? — r?) = m(60> - 59,5%) E4 -
7850 = 187,7 E4 - 7850 = 147,4 kg/m zu

1 [EI
fl = 075595? a

1 1210.000 E6 - 335074 E8

= 0.595g5 147.4

=0,34 Hz

Die modale Steifigkeit sowie die modale Masse der
Grundschwingform koénnen gemdB Tabelle 4 zu
My, = 0,24 - m - L = 2122 kg sowie k., = 3EI/L? =
3 - 210.000 E6 - 335074 E8/60° = 9773 N/m ermittelt
werden. Mit diesen GroéBen kann auch die oben gefun-
dene Eigenfrequenz zu

1 [Keni 1 [9773
f‘Eme =3x\2m = 034 Hz

bestétigt werden.

Wird nun als Massenverhiltnis p = 0,05 angestrebt, so
ist bereits eine Zusatzmasse von 106,1 kg erforderlich!
Die optimalen Dampfungsparameter folgen zu




Ausgewahlte Schwingungsphanomene 437

[ 3w [ 3005

Dogpi _\J8(1 Ty VS(I 10,057 =0,1273 und
[ w [ o0s

Dop2= V5 =Vt + 0,09 = 1%

Die Federsteifigkeit k, folgt letztlich aus dem Verstim-
mungskriterium

1 1 ®,
Kot = T3 p = 140,05 0P~ &
d [k
®,=0,95 - o, :2’03%:‘5 baw.
2
k, = 4372 N/m

Wird der Diampfer auf das DdmpfungsmaBl D =
D1 = 0,1273 eingestellt, so kann aus Bild 94 eine
Schwingungsiiberhohung der Schornsteinspitze von ca.
6,5 - uy g, fiir den Resonanzfall abgelesen werden. Der
vorzuhaltende Schwingweg der Zusatzmasse folgt aus
Bild 96 zu ca. 22 - u; g

H(H)

0.1 0.5 1 5 10

x=H x=3/4H ----eeee x=H/2

Bild 98. Frequenzgangfunktion H,, fiir die Kragarmspitze des
Kamins mit gelagertem Démpfer, d = 55 Ns/m

H(f)

0.1 0.5 1 5 10

x=H x=3/4H ---ene- x=H/2

Bild 100. Frequenzgangfunktion H,, firr die Kragarmspitze des
Kamins mit Schwingungsdémpfer, d = 55 Ns/m

Wichtig ist in diesem Zusammenhang jedoch auch die
Tatsache, dass ein Schwingungsddmpfer seine Wirkung
ausschlieBlich fiir Schwingbeanspruchungen in der
Nihe dessen Resonanzbereichs entfalten kann. Zur
Verdeutlichung wird der eben betrachtete Abluftkamin
auf der Basis einer Finite-Elemente-Diskretisierung als
ebenes Stabwerk modelliert und die Wirkung der ange-
ordneten Dampfungselemente unter Heranziehung der
Frequenzgangfunktionen diskutiert.

Da hier diskrete Ddmpfungselemente an eine Stab-
struktur gekoppelt werden, sind zur Ermittlung der
Schwingungsantwort zwingend komplexe Eigenvekto-
ren zugrunde zu legen. Nur so kann der Einfluss einer
nicht proportionalen Dampfung korrekt erfasst wer-
den.

Im ersten Schritt wird ein Dampfungselement im Miin-
dungsbereich angeordnet, welches starr an eine externe
Struktur z. B. ein Gebidude gekoppelt ist. Die Struktur-
dampfung der Gesamtkonstruktion wird im Folgenden
ginzlich vernachldssigt. Werden unterschiedliche
Déampfungsparameter mit d = 55 Ns/m und d =10 - 55

H(H)

0.1 0.5 1 5 10

x=H X=3/4H --eoee- x=H/2

Bild 99. Frequenzgangfunktion H,, firr die Kragarmspitze des
Kamins mit gelagertem Dampfer, d = 550 Ns/m

1000

ul/uistat [-]
5]
o

o

06 0.8 1.0 12 1.4
nl-1

— k=1,0 k=0.9 — k=0.8 — «k=0.14

Bild 101. Bezogene Schwingungsamplitude der Schornstein-
spitze, p = 0,05, D = 0,05, Variation der Frequenzabstimmung
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z‘

Bild 102. Frequenzgangfunktion H,, fir die Kragarmspitze des
Kamins mit Schwingungsdampfer (abgestimmt auf die zweite
Biegeeigenfrequenz von 2,14 Hz), d = 55 Ns/m

=550 Ns/m betrachtet, so zeigen sich die in den Bildern
98 und 99 dargestellten Verlaufe der Elementarfre-
quenzgangfunktionen.

Daraus wird deutlich, dass durch die Anordnung eines
extern gelagerten Dampfungselements simtliche Eigen-
frequenzen in dhnlicher GroBenordnung beddmpft wer-
den.

Wird hingegen ein Schwingungsdampfer in der Form
einer federelastisch gelagerten und zusitzlich beddmpf-
ten Masse angeordnet, so zeigt ein Blick auf die Ele-
mentarfrequenzgangfunktionen, dass dessen Wir-
kungsbereich auf Schwingbewegungen in der Néhe von
dessen Resonanzbereich beschrankt bleibt (Bild 100).
Zur selben Erkenntnis gelangt man auch, wenn die
Wirksamkeit des Schwingungsddmpfers auf der Basis
eines kinetisch dquivalenten Zweimassenschwingers be-
wertet wird. Bei einer zweiten Biegeeigenfrequenz von
2,14 Hz folgt eine Verstimmung k = f,/f, = 0,306/2,14
=0,14 sowie die daraus resultierende Schwingungsiiber-
hohung des Abluftkamins gemaf3 Bild 101.

Wiirde hingegen die federelastische Anbindung der Zu-
satzmasse auf die zweite Biegeeigenfrequenz abge-
stimmt mit einer Verstimmung von k = 0,9 und einer
daraus resultierenden Federsteifigkeit von 15587 N/m,

algl

t[s]

Bild 103. Horizontalbeschleunigungsverlauf fiir das El-Centro-
Beben

so ist aus der in Bild 102 dargestellter Frequenzgang-
matrix eindeutig zu erkennen, dass dann der Dampfer
nahezu ohne Wirkung auf die erste Biegeeigenfrequenz
bleibt.

5.2 Erdbeben

Durch die mit tektonischen Plattenbewegungen im Be-
reich der Erdkruste verbundene Energiefreisetzung er-
fahrt ein Punkt auf der Erdoberfliche eine dreidimen-
sionale Beschleunigung, welche tiber die Griindungsele-
mente auf die Gebdude und Baukonstruktionen
ibertragen werden. Da Gebédude oder turmartige
Strukturen in der Regel fiir sehr viel hohere Krifte in
vertikaler als in horizontaler Richtung ausgelegt wer-
den, interessieren vielfach lediglich die horizontalen
Beschleunigungskomponenten. Vertikale Bodenbe-
schleunigungen sind vorwiegend fiir Briicken und weit-
gespannte Tragwerke, wie zum Beispiel Stadiondéacher,
von Belang.

Dauer, Intensitdt und insbesondere Frequenzspektrum
der am Bauwerk wirkenden Bodenbeschleunigungen
hiangen in hohem MaBe von den Ortlichen Bodengege-
benheiten ab. Somit kann es u. U. einen deutlichen Un-
terschied bedeuten, ob ein Bauwerk auf steifen Fels-
schichten oder auf vergleichsweise weichen bindigen
Sedimentschichten gegriindet ist. Diesem Einfluss wird
in den einschlidgigen Bemessungsvorschriften tiber die
Zuteilung zu unterschiedlichen Untergrund- oder Bau-
grundklassen Rechnung getragen.

Da die Schwingungsanregung der Baukonstruktionen
durch die Bodenbewegungen erfolgt, liegt als mechani-
sches System ein fuBpunkterregtes Schwingungssystem
vor. Mit der Bodenbeschleunigung ag(t) (Bild 103, 104)
folgt die zugrunde liegende Differenzialgleichung fiir
die Relativverschiebungen zwischen FuBpunkt und
Struktur u(t) zu

mi(t) + du(t) + ku(t) = —map(t) 87)

Die Losung auf den i.d. R. als Zeitschrieb vorliegenden
Bodenbeschleunigungsverlauf kann beispielsweise tiber

Amplitudenspektrum

f[Hz]

Bild 104. Zugehdriges Amplitudenspektrum
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eine numerische Integration ermittelt werden (Bilder
106, 107).

Eine Moglichkeit fiir den Sicherheitsnachweis von Bau-
werken besteht nunmehr darin, die Schwingungsreakti-
onen fiir mehrere fiir den Bauwerksstandort typische
Beschleunigungsverldufe zu ermitteln und unter Zu-
grundelegung der Extremwerttheorie mit den vorhan-
denen Bauteilwiderstinden zu vergleichen. Dies setzt
die Verfligbarkeit entsprechend fiir den Bauwerks-
standort zutreffender Beschleunigungszeitverldufe vor-
aus und kann insbesondere fiir komplexe Strukturen
auch sehr aufwendig sein.

Beispiel 6

Als einfaches Beispiel soll ein fiinfgeschossiges, in
Stahl-Verbund-Bauweise errichtetes Parkhaus unter-
sucht werden (Bild 105). Vereinfachend werden dabei
samtliche Massen als in den Deckenscheiben konzen-
triert unterstellt. Die Massen der Geschossdecken wer-

den dabei einheitlich zu 570 kg/m? in Ansatz gebracht.
Die Biegesteifigkeit der vertikalen HEB-300-Stiele folgt
zu je 528 E6 kNcm?, die der Riegel zu je 2,5 E10 kNcm?,
Aufgrund der unterstellten RegelmdBigkeit der Kon-
struktion kann die Bemessung auf die Untersuchung
eines ebenen Schnitts unter Zugrundelegung der antei-
ligen Massen- und Steifigkeitsverhdltnisse reduziert
werden. Fiir das gewihlte Ersatzsystem ergeben sich
nachfolgend aufgefiihrte KenngroBen.

Eine oftmals sehr praktikable Moglichkeit der Erstel-
lung der fiir die weiteren Untersuchungen erforderli-
chen Steifigkeitsmatrix liegt in der Invertierung der
zugehorigen Nachgiebigkeitsmatrix. Diese kann zum
Beispiel mithilfe handelsiiblicher Stabwerksprogramme
bestimmt werden. Dabei werden sukzessive Einheitslas-
ten in Richtung der Systemfreiheitsgrade, im vorliegen-
den Fall horizontale Einzellasten im Bereich der Ge-
schossdecken, aufgebracht und jeweils die zugehorigen
VerformungsgroBen samtlicher Freiheitsgrade ermittelt
(vgl. z.B. [2]). Die Steifigkeitsmatrix folgt fiir das be-
trachtete Beispiel zu

29141167 —30580407 1425447 —66710 84541
-30580407 61223532 -31982779 1406218 -69902
K=| 1425447 -31982779 61115249 -31995069 1509235
—66710 1406218  -31995069 61487768 —32378650
84541 —69902 1509235  -32378650 63750314

Bild 105. Gebaudekonstruktion und ebenes Ersatzsystem
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ufm]

-0.05

-0.10

-0.15

u2 — u3 — u4 — ub

—ul

Bild 106. Schwingungsreaktion ausgewahlter Systemfreiheits-
grade D = 0,05

u[m]

u2 — u3 — u4 — ud

— ul

Bild 107. Schwingungsreaktion ausgewahlter Systemfreiheits-
grade D=0
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Da ausschlieBlich horizontale Systemfreiheitsgrade be-
trachtet werden, degeneriert die Massenmatrix zur Dia-
gonalmatrix mit den Massen der Geschossdecken auf
der Hauptdiagonale.

192000 0 0 0 0
0 192000 0 0 0
M= 0 0 192000 0 0
0 0 0 192000 0
0 0 0 0 192000

Soll nunmehr die Schwingungsreaktion auf die in
Bild 103 dargestellte Horizontalbeschleunigung des
El-Centro-Bebens iiber eine numerische Integration
nach dem Newmark-Beta-Verfahren (siche z. B. [6]) er-
mittelt werden, so ist im ersten Schritt noch der zeitab-
hingige Belastungsvektor infolge der absoluten FuB-
punktbeschleunigung ap(t) zu

pO=M-1-ag®

zu bestimmen. Dabei stellen M die Massenmatrix und
I den sogenannten Indexvektor dar. Dieser erfasst im
Allgemeinen die Wirkung der FuBpunktbeschleuni-
gung auf die einzelnen Freiheitsgrade. Die darin enthal-
tenen Werte folgen zu eins fiir simtliche horizontalen
Freiheitsgrade und zu null fiir simtliche vertikalen Frei-
heitsgrade. Im vorliegenden Fall stellt der Indexvektor
einen Einheitsvektor mit der Linge gleich der Anzahl
der Systemfreiheitsgrade dar.
Bei einer direkten Ermittlung der Schwingungsreaktion
auf der Basis einer Zeitschrittintegration ist im Hin-
blick auf eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit der
Antwort-Spektren-Methode ein besonderes Augen-
merk auf den Ansatz der Didmpfung zu legen. Den
Bemessungsspektren in DIN EN 1998 liegt eine viskose
Démpfung mit einem Lehr’schen Dampfungsmal von
0,05 zugrunde. Daraus folgt ein logarithmisches Damp-
2nD 2r0,05 0.315

VI-D> 1-0,0%
und somit eine dynamische Uberhéhung der Schwin-

fungsdekrement von A =

gungsreaktion im Resonanzfall von V(n=1) z%
bis
=9315 =10! Dies wird aus einer Gegeniiberstellung

der Schwingungsreaktionen des identischen Tragsys-
tems in Bild 106 und Bild 107 fiir unterschiedliche
Dampfungsgrade eindrucksvoll deutlich.

Um auf handhabbare Bemessungsvorschriften fiir Bau-
werke in Erdbebengebieten zu kommen, wird eine
Reihe an Vereinfachungen vorgenommen. Die Dimen-
sionierung von Baukonstruktionen erfolgt in aller Regel
auf der Basis sogenannter Antwortspektren. Dafiir
werden ausgehend von gemessenen Bodenbeschleuni-
gungswerten die daraus resultierenden Schwingungs-
antworten eines Einfreiheitsgradsystems unter Zugrun-
delegung unterschiedlicher Eigenschwingdauern sowie
voneinander abweichender Dampfungskennwerte er-

mittelt. Werden die jeweils maximalen Schwingungsre-
aktionen Uber der Eigenschwingdauer aufgetragen, so
fiihrt dies auf das gesuchte Antwortspektrum fiir den
betrachteten Beschleunigungsverlauf. Eine Auswertung
fiir mehrere Starkbebenereignisse sowie eine entspre-
chende Mittelung und Normierung fithrt dann auf die
der Bemessung zugrunde liegenden Antwortspektren.

In Bild 108 sind exemplarische Antwortspektren-Ver-
laufe fiir das elastische Antwortspektrum gemé3 DIN
EN 1998 fiir unterschiedliche Lehr’sche Dampfungs-
male angegeben, wobei der Dampfungskorrekturbei-

10 . .
wert 1 = 5D 100 gemdf3 DIN EN 1998 bertick-

sichtigt wurde.

Ein groBes Manko der weit verbreiteten Antwortspek-
tren-Methode ist, dass diese fiir Einfreiheitsgradsys-
teme mit linear-elastischen Systemeigenschaften abge-
leitet wurde. Wird das Schwingungsverhalten einer
Konstruktion von der ersten Schwingungseigenform
dominiert, was fir sehr viele Baukonstruktionen auch
der Fall ist, so liefert diese jedoch i.d.R. sehr zutref-
fende Ergebnisse. Hingegen miissen nichtlineare Syste-
meigenschaften, wie beispielsweise elastisch-plastisches
Materialverhalten sowie die damit einhergehende Ener-
giedissipation, iiber pauschale Vereinfachungen, wie
beispielsweise einen Verhaltensbeiwert, beriicksichtigt
werden. Liefern auch hohere Eigenschwingformen be-
messungsmalgebende Bauwerksbeanspruchungen, so
sind bei der Superposition der Massentréigheitskrifte
der unterschiedlichen Schwingungsmoden aufgrund
der per se fehlenden Phaseninformation weitere Uber-
legungen und Vereinfachungen notwendig.

Der Verhaltensbeiwert q ist definiert als das Verhéltnis
der Reaktionskraft der Konstruktion unter Zugrun-
delegung eines rein elastischen zu einem elastisch-plas-
tischen Systemverhalten. Dieser wird i.d. R. bereits in
die Bemessungsspektren mit eingearbeitet. Neben der
mit plastischen Verzerrungen in Bauwerkskomponen-
ten einhergehenden Energiedissipation geht auch eine
Verldngerung der Eigenschwingdauer einher.

Fiir ein Einfreiheitsgradsystem mit der Masse m sowie
der Eigenschwingdauer T, kann die zugehorige Hori-
zontalbeschleunigung S.(T,) unmittelbar aus dem
Spektrum in Bild 108 abgelesen und damit die maxi-
male Triagheitskraft als quasi-statische Ersatzkraft zu

maxF =m S(T,) (83)

bestimmt werden.

Fiir Mehrfreiheitsgradsysteme kann ausgehend von
der Differenzialgleichung der Relativbewegungen u;(t)
zwischen den einzelnen Tragwerkspunkten und dem
FuBpunkt sowie der absoluten FuBpunktbeschleuni-

gung ag(t)
Mii(t) + Di(t) + Ku(t) = —Mig(t) (89)

sowie einem modalen Ansatz gemil3 Abschnitt 2.3.2.
u(t) = ® y(t) (90)
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Bild 108. Horizontales elastisches Antwortspektrum gemaB EC8

eine Entkopplung des DGL-Systems erzielt werden.
Die entkoppelte Schwingungsdifferenzialgleichung lau-
tet mit den generalisierten Massen-, Dampfungs- und
Steifigkeitsmatrizen

Mgeny(t) + Dgeny(t) + ngn y(t) =-®™ I a[-‘(t) (91)
—
= Fgen(t)

Der generalisierte Belastungsvektor F,,(t) folgt aus der
transponierten Modalmatrix ®T, der Massenmatrix in
physikalischen Lagekoordinaten M, dem Indexvektor
I (dieser beschreibt den Einfluss der horizontalen Ful3-
punktbeschleunigung auf die jeweiligen Knotenfrei-
heitsgrade und ist fiir vertikale Kragstrukturen mit
ausschlieBlich horizontalen Verschiebungsfreiheitsgra-
den ein Einheitsvektor) sowie der absoluten FuBpunkt-
beschleunigung dg(t).

Mit dem modalen Lastbeteiligungsfaktor L; =

n
oM I=) m0; [, sowie der generalisierten Masse
=l

Moy = i m, ¢y > folgt die Losung fiir den Zeitverlauf
=]

gen,i —

der Schwingungsreaktion in der jeweiligen Eigenform
aus dem Duhamel-Integral zu [2]

L. 1] =t
: o [ ipmePesin(at — D)dt  (92)

yi(O =
' m gen,i i1=0

Da im Sinne des Antwortspektrum-Verfahrens lediglich
jeweils die maximalen Schwingungsamplituden jeder
Eigenschwingform von Interesse sind, kann mit dem
elastischen Antwortspektrum der Horizontalverschie-
bung S,(o;,D;) auch

L.
maXlYi(t)l =— Su(wi ’Di) (93)
mgenfi
geschrieben werden. Wird die Ddmpfung vernachlés-
sigt, so gilt ausgehend von der zugrunde liegenden Dif-
ferenzialgleichung die Bezichung

uabs(t) =-? i‘.lrel(t) (94)

Analog zu Gl. (88) kann nunmehr auch fiir Mehr-
freiheitsgradsysteme die statische dquivalente Ersatz-
kraft fiir die physikalische Bauteilmasse m, infolge der

Tis]

D=0.1 — D=0.01 — D=0

Eigenschwingform i in Abhéngigkeit des Horizontalbe-
schleunigungsspektrums zu

L
Hg,y; =my ¢k,iTse(0‘)i’ D)) 95)
gen,i
bestimmt werden.
Eine sehr anschauliche quantitative Beurteilung der
Frage, welcher Massenanteil der Gesamtkonstruktion
in den jeweiligen Eigenschwingformen zu Tréigheits-
kréften fiihren, kann der sogenannte Massenfaktor
L

v
mgcn,i

_ mg;
ei_ZM

eingefithrt werden. Damit kann die je Eigenform wir-
kende resultierende Massentrigheitskraft zu

HE,i =m,; Se(wi sDi) =M; Z Se(wi’Di) (97)

bestimmt werden. Wie bereits eingangs erldutert, sind
fir Mehrfreiheitsgradsysteme aufgrund der fehlenden
Phaseninformation zusitzliche Uberlegungen beziiglich
der Uberlagerung der Trigheitskrifte erforderlich. Lie-
gen die Eigenfrequenzen weit auseinander, so kénnen
die zugehorigen Tragwerksreaktionen oder Schnittgro-
Ben ,,S“ als stochastisch unabhéngige GroBen begriffen
werden und die Uberlagerung zu

s=1¥s: 98)
=1

festgelegt werden. Liegen diese jedoch nahe beisam-
men, wie es nicht selten fiir Biege- und Torsionseigen-
formen von Baukonstruktionen der Fall ist, so ist eine
konservativere Uberlagerungsvorschrift vonnoten:

5= 18] ©9)

m (96)

Fortsetzung zu Beispiel 6

Im Vorgriff auf die weitere Behandlung dieses Beispiels
auf der Basis des Antwortspektrenverfahrens werden
die fiinf Eigenschwingformen sowie die zugehdrigen
Eigenfrequenzen dargestellt. Gezeigt werden die Hori-
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norm. Amplitude

GeschossNr.

zontalverschiebungen im Bereich der einzelnen Ge-
schossebenen, wobei die oberste Geschossebene die
Nummer 1 aufweist (Bild 109).

Entsprechend der Antwort-Spektren-Methode folgen
die je Eigenschwingform wirksamen Gesamtmassen zu
m,; = {833.170, 88.502, 26.816, 9.272, 2.240} [kg]. Wie
aus den nachfolgend dargestellten quasi-statischen ho-
rizontalen Ersatzkriften zu erkennen, wirken diese in
den einzelnen Eigenformen zum Teil in unterschiedliche
Richtungen, sodass sich die Frage nach deren Superpo-
sition in besonderer Weise stellt.

Hg = [HEkb Heo, Hea, HEk47HEk5]

127.170 —111.584 81.210 —43.522 10.945
116.254 -31.608 —61.428 81.798 —29.453
=]195.663 70.736 -96.483 —27.735 39.160 |[N]
67.026 122.581 38.456 -57.396 —-37.280
32.895 87.607 105.368 76.782 23.858

Fiir eine erste Beurteilung ist i.d. R. auch die Kenntnis
iber die je Eigenform wirksame Gesamtmassentrig-
heitskraft Hg; geméB Gl. (97) von Interesse. Diese erge-
ben sich fiir obiges Beispiel zu Hg; = {439, 137, 67, 30,
7} [kN].

5.3 Aeroelastische Schwingungsphanomene

Die Meteorologie unterteilt die mit einer Méchtigkeit
von ca. 500 km die Erde umgebene Atmosphire in
mehrere Schichten. Fiir das Wettergeschehen bedeut-
sam sind lediglich die beiden unteren Schichten, die
bodennah am Aquator bis in etwa 14 km und den Po-
len bis 7 km Hohe reichende Troposphére sowie die
dariiber liegende Stratosphére bis zu einer Grenzhdhe
in ca. 50 km. In diesen beiden Schichten konzen-
trieren sich etwa 99% der Masse der Luft. Die
Dichte nimmt von bodennah i. M. 1,225 kg/m? auf
0,36 kg/m? an der Grenze zwischen Troposphire und
Stratosphire ab. Entsprechend verringert sich der Luft-
druck von i. M. 1013 hPa auf 1 hPa.

Oberhalb einer 300 bis 600 m dicken bodennahen Luft-
schicht wird die als Gradientenwind bezeichnete Stro-
mung im Wesentlichen von Luftdruckunterschieden

—o— 0.544193 Hz
1.60731Hz
—— 2.58517 Hz
—— 3.39347 Hz
—— 3.92794 Hz

Bild 109. Eigenschwingformen
des ebenen Ersatzsystems

und groBraumigen Luftmassenbewegungen bestimmt
(Bild 110). In der darunterliegenden atmosphirischen
Grenzschicht beeinflusst die Rauigkeit der Erdoberflé-
che die Art der Windstromung. Aufgrund der durch
Reibung verursachten Verzogerung ist die Luftstro-
mung in der atmosphérischen Grenzschicht turbulent.
Damit wird die Windgeschwindigkeit regellos und
Boen konnen Bauwerke zu Schwingungen anregen.
Physikalisch betrachtet wird zu einer mittleren lamina-
ren Stromung ein turbulenter Anteil addiert. In der
Wirkung auf Bauwerke verursacht die mittlere Wind-
stromung eine quasi statische Auslenkung in Windrich-
tung, der sich aus regellosen turbulenten Anteilen
Schwingungen tiberlagern.

Bei Betrachtung eines ausreichend groflen Zeitraums
kann die Windgeschwindigkeit durch einen nur von der
Hohe abhédngigen Mittelwert und einen mit Hohe und
Zeit verdanderlichen turbulenten Anteil dargestellt wer-
den. Der turbulente Anteil ist bodennah am groften
und nimmt mit der Hohe ab.

V(z,t) = v, (2) + v(2, ) (100)

Im aktuell geltenden Regelwerk DIN EN 1991-1-4 wird
das in 10 m Hohe gemessene 10-Minuten-Mittel als Ba-
siswindgeschwindigkeit v, bezeichnet und daraus die
mittlere Windgeschwindigkeit v,,(z), mit z als Hohe
iiber Grund gebildet. In die Berechnung der mit der
Hohe zunehmenden mittleren Windgeschwindigkeit ge-
hen der jeweils mit der Koordinate z veranderliche Rau-
higkeitskoeffizient c.(z) sowie ein Topografiekoeffizient
¢o(2) ein. Zur Berechnung des Staudrucks wird ein vom
zuvor genannten Reibungskoeffizienten ¢ (z) und dem
Topografiekoeffizienten c(z) sowie einem Boenspitzen-
faktor g und der Turbulenzintensitét 1,(z) abhdngiger
Gelédndefaktor c.(z) eingefiihrt, der mit dem Basisge-
schwindigkeitsdruck multipliziert das Staudruckprofil
q,(ze) ergibt [2]. Im nationalen Anhang zu DIN EN
1991-1-4 werden die Verliaufe der hohenabhidngigen
mittleren Windgeschwindigkeiten und Bdengeschwin-
digkeitsdriicke fiir verschiedene Geldndekategorien
durch Exponentialfunktionen angenihert. Die fiir
groBe Lasteinzugsflichen gemittelte dynamische Boen-
wirkung wird tiber den Strukturbeiwert c cy beriick-
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Bild 110. Mittlere Windgeschwindigkeit und Boenwindgeschwindigkeit

sichtigt. Die Winddriicke auf Oberflichen von Gebiu-
den folgen aus der Multiplikation des Boengeschwin-
digkeitsdrucks mit aerodynamischen Beiwerten. Kann
ein Bauwerk als starr und nicht schwingungsanfillig
klassifiziert werden, sind zuvor beschriebene Windlas-
ten als statisch wirkend zu betrachten.

Reagiert ein Tragwerk hingegen nachgiebig auf Wind-
einwirkungen, so kénnen durch stoBartige bzw. im Takt
der Eigenfrequenzen ausgeloste Einwirkungen oder
durch Bewegungen induziert resonanzartige Schwin-
gungen auftreten. Die wiederkehrenden Bewegungen
sind dabei sowohl in als auch quer zur Windrichtung zu
beobachten.

5.3.1 Bodenerregte Bauwerksschwingungen

In [2] ist anschaulich beschrieben, wie sich aus iiber
Stunden andauernden groBriaumigen Tiefdrucklagen
Stiirme mit gleichformigen energiereichen Turbulenzen
entwickeln kénnen. Dabei liefert die solare Erwiarmung
der Erde die zum Entstehen von Windstromungen be-
noétigte Energie. Turbulenzen entwickeln sich aus Insta-
bilitdten, die bodennah aus der Reibung von Windstro-
mungen an der rauen Erdoberfliche oder in der atmo-
sphirischen Grenzschicht aus Wechselwirkungen
zwischen Luftschichten mit unterschiedlichen Ge-
schwindigkeiten entstehen. Es handelt sich dabei um in
alle Richtungen orientierte Windwirbel unterschiedli-
cher GroBe, deren Rotationsenergie aufgrund der Vis-
kositét der Luft auf immer kleinere Wirbel tibertragen
wird. Dabei wird solange kinetische Energie in Wiarme-
energie umgewandelt, bis die Wirbel zerfallen.

Wie einleitend bereits beschrieben, konnen Windstro-
mungen in Anlehnung an die schematischen Darstel-

lungen in Bild 110 in einen Anteil laminarer Stromung
mit mittleren, mit der Hohe zunehmenden Geschwin-
digkeiten v, (z) und tiberlagert mit einem mit der Hohe
abnehmenden zeitabhdngigen Turbulenzterm v (z)
iiberlagert betrachtet werden. Die sich daraus ergebe-
nen Schwankungen des Boengeschwindigkeitsdrucks
wirken als regellose stoBartige Schwingungsanregung
auf Tragwerke. Dabei wird die Struktur ausgehend von
der quasi statischen Auslenkung infolge der konstanten
mittleren Windstromung zu Schwingungen angeregt.
Die dynamische Uberhdhung wird mit dem Boenreak-
tionsfaktor ¢ beschrieben und der Effekt bei der An-
gabe von Winddriicken auf Gebaude durch statische
Ersatzlasten beriicksichtigt. Dabei wird mit dem Boen-
reaktionsfaktor ¢ der Anstieg der Beanspruchungen
aus Schwingungen gegeniiber der statischen Auslen-
kung angegeben (Bild 111). Der Béenreaktionsfaktor ¢
gemdll DIN 4133 der zuriickgezogenen deutschen
Norm fiir massive und stidhlerne Schornsteine war de-
finiert als der Quotient aus der Summe der Beanspru-
chungen aus dem Mittelwert der statischen und dem
Maximalwertwert der dynamischen Beanspruchung zur
statischen Beanspruchung aus den Einwirkungen der
groB3ten Boe. Eine ausfiithrliche Darstellung verschiede-
ner Vorschlige zur Angabe von Boenreaktionsfaktoren
findet sich in [2].

Von Davenport wurde seinerzeit der Béenreaktionsfak-
tor auf der Basis der stochastischen Extremwerttheorie
unter Zugrundelegung normalverteilter Lastprozesse
sowie linearer Systemeigenschaften zu

G=<1+%>:<1+%>

(101)
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@=1+(0,042T —0,0019 T?)A~063

Bild 111. Bodenreaktionsfaktor nach [2]

hergeleitet. Darin stellt p; den Mittelwert der Extrem-
werte der dynamischen Systemreaktion fiir die zu-
grunde liegende Beobachtungsdauer gemdB Gl. (52)
bzw. k, den Boenspitzenwert sowie 6, die zugehdrige
Standardabweichung der Schwingungsreaktion dar.
Mit x, wird die statische Systemauslenkung infolge der
mittleren Windgeschwindigkeit bezeichnet.

Im nationalen Anhang zur DIN EN 1991-1-4 wird mit
c,Cq4 ein Strukturbeiwert eingefiihrt, der zusétzlich zur
zuvor beschriebenen dynamischen Uberhohung (cg)
aus resonanzartigen Schwingungen turbulenter Wind-
anteile beriicksichtigt, dass Spitzenwinddriicke nicht
zeitgleich auf der gesamten Bauteiloberfliche (c,) auf-
treten. Im Gegensatz zum Boenreaktionsfaktor ist der
Strukturbeiwert auf die quasi-statische Systemreaktion
infolge der Spitzenwindgeschwindigkeiten bezogen.
Sind in DIN EN 1991-1-4/NA abgedruckte Vorausset-
zungen erfiillt, so kann c,cy = 1 gesetzt werden, ansons-
ten ist der Strukturbeiwert nach folgender Rechenvor-
schrift zu ermitteln

C,Cq= (1 +2k,I(z) VB> + RZ)) /(1+6-1,(z) (102)

=G

wobei der Zahler dem Boenreaktionsfaktor nach DIN
EN 1991-1-4, d. h. der auf den Mittelwert der System-
reaktion bezogenen dynamischen Uberhéhung ent-
spricht. Dieser spiegelt, wie eingangs erldutert, die dy-
namische Reaktion der Konstruktion auf die Windein-
wirkung wider und kann unter Zugrundelegung der
GesetzméBigkeiten der stochastischen Dynamik herge-
leitet werden, sofern der zeitverdnderliche Windge-
schwindigkeitsverlauf als stochastischer Prozess begrif-
fen wird (s. hierzu auch die Ausfithrungen und Beispiele
in Abschnitt 2.2.5).

In Gl. (102) ist k, der Boenspitzenfaktor und z die Be-
zugshohe zur Lage des Angriffspunkts der Windresul-
tierenden. B steht fiir den Béengrundanteil und R fiir
den Resonanzanteil. Fiir nicht schwingungsanfillige
Tragwerke ist R =0. B=1 ist zu setzen, wenn keine
Abminderung des effektiven Winddrucks auf groBere
Lasteinzugsflichen vorgenommen wird. Werden zuvor
angegebene Bedingungen vorausgesetzt, ergibt sich mit

c,cq =1 der gemall DIN EN 1991-1-4/NA an Bedin-
gungen zur Feststellung nicht schwingungsanfilliger
Konstruktionen gekniipfte Wert.

Gleichung (102) wurde fiir einfache Konstruktionen,
deren dominierende Grundschwingformen keine
Schwingungsknoten aufweisen, hergeleitet und ist im
Wesentlichen auch nur fiir derartige Systeme anwend-
bar. Liegen beispielsweise abgespannte oder seitlich
gestiitzte Kragstrukturen oder allgemein komplexere
Tragstrukturen vor, so ist die dynamische Reaktion un-
ter Zugrundelegung der Zufallsschwingungstheorie zu
ermitteln (vgl. Abschnitt 2.2.5 sowie beispielsweise
[10]). Dabei kommt der aerodynamischen Ubertra-
gungsfunktion, welche vereinfachend den Zusammen-
hang zwischen der Windgeschwindigkeit und den dar-
aus resultierenden Windkriften beschreibt, eine ent-
scheidende Bedeutung zu. Dariiber hinaus bedeutsam
ist auch der Ansatz der Kohérenzfunktionen, welche
die Korrelation zwischen den Windgeschwindigkeiten
in den einzelnen Bauwerksbereichen im Frequenzbe-
reich widerspiegeln (s. Abschnitt 2.2.5).

Beispiel 7

Als Beispiel fiir die Anwendung des stochastischen
Windlastkonzepts zur Bestimmung des Béenreaktions-
faktors wird ein frei auskragender und fest im Boden
eingespannter Stahlschornstein mit einer Gesamthohe
von 60 m, einem konstanten Aullendurchmesser von
1200 mm sowie einer iiber die Hohe abgestuften Wand-
stirke betrachtet. Letztere betrdgt 8§ mm fiir die unters-
ten 20 m und 5 mm fiir die obersten 40 m. Dariiber
hinaus werden fiir die obersten 5 m Zusatzmassen von
450 kg/m aus Anbauten beriicksichtigt.

Die mathematische Beschreibung der Konstruktion er-
folgt auf der Basis von finiten Stabelementen mit einer
Abschnittsldnge von jeweils 4 m, was fiir die betrachte-
ten niederen Eigenschwingformen durchaus ausrei-
chend ist. Die ersten sechs Eigenfrequenzen folgen zu

f,= {0,261877, 1,677, 4,97375, 10,5976, 18,7446,
28,5954} [Hz]
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Hinsichtlich der Ddmpfungseigenschaften soll ein loga-
rithmisches Dampfungsdekrement von A = 0,1 beriick-
sichtigt werden. Soll keine modale Entkopplung der
Schwingungsdifferenzialgleichung (vgl. Abschnitt
2.3.2) erfolgen, so muss die Dadmpfungsmatrix a priori
z.B. als Rayleigh-Ddmpfungsmatrix konstruiert wer-
den. Dabei kann das geforderte Ddmpfungsmal ledig-
lich fiir zwei Schwingfrequenzen fixiert werden (vgl.
Abschnitt 3.2.1). Werden hierfiir die erste Eigenfre-
quenz mit f; = 0,26187 Hz sowie die dritte Eigenfre-
quenz mit f; = 4,97375 Hz gewihlt, so folgen die Ray-
leigh-Parameter zu o, = 0,05528 und 8 = 0,000840. Die
Giite der Dampfungsapproximation kann Bild 112
entnommen werden. Fiir die ersten sechs Eigenformen
resultieren die logarithmischen Dampfungsdekremente
zu A; = {0,0999886, 0,0464851, 0,100011, 0,206164,
0,352761, 0,525722}, woraus ersichtlich wird, dass das
gewiinschte Dampfungsmal lediglich fiir die erste und
dritte Eigenfrequenz erreicht wird.

Die Ermittlung der Schwingungsreaktion infolge der
Windeinwirkung erfolgt auf der Basis des stochastischen
Ubertragungskonzepts unter Zugrundelegung der spek-
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Bild 112. Rayleigh-Dampfung — Dampfungsparameter fixiert
fiir die erste und dritte Eigenfrequenz
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Bild 114. Gegentiberstellung der Rayleigh-Déampfung mit einer
modalen Dampfungsmatrix

tralen Leistungsdichtematrizen der Windanregung sowie
der Frequenzgangfunktionen der betrachteten Kon-
struktion (s.a. Abschnitt 2.2.5). Exemplarische Fre-
quenzgangfunktionen sind in Bild 113 dargestellt. Dabei
wird die Frequenzgangfunktion fiir die Schornstein-
spitze einmal fiir die eingangs beschriebene Rayleigh-
Déampfungsmatrix abgebildet. Dariiber hinaus erfolgt
ein Vergleich mit der zugehdrigen modalen Frequenz-
gangfunktion fiir den Fall, dass die Frequenzgangmatrix
aus den Eigenformen gemil Gl. (56) unter Ansatz einer
iiber alle Frequenzen konstanten Dampfung von A =0,1
aufgebaut wird. Auch aus Bild 114 wird deutlich, dass
das gewiinschte Dampfungsmal} exakt lediglich fiir die
erste und dritte Eigenfrequenz erfiillt ist.

Wird die Windeinwirkung analog zu Abschnitt 2.2.5
gemil3 den Angaben in DIN EN 1994-1-4 nach Gl. (48)
und GI. (59) zugrunde gelegt, so folgt die spektrale Leis-
tungsdichte der Schwingungsreaktion an der Kragarm-
spitze wie in Bild 115 dargestellt.

Aus einer Integration tliber die spektrale Leistungsdich-
tefunktion gemall Gl. (37) folgt die Standardabwei-
chung fiir die Schwingungsreaktion zu 6, = 0,4 m. Der
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Bild 113. Exemplarische Frequenzgangfunktionen des Schorn-
steins und Gegeniberstellung der Rayleigh-Ddmpfung mit einer
modalen Dampfungsmatrix

Suu(f)
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Bild 115. Spektrale Leistungsdichte der Systemreaktion an der
Schornsteinspitze
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Boenspitzenfaktor kann fiir das vorliegende Beispiel
sowie eine Beobachtungsdauer von 10 Minuten gemald
GL. (47) und Gl. (52) zu k, = 3,34 ermittelt werden. Mit
einer quasi statischen Auslenkung der Schornstein-
spitze infolge der mittleren Windgeschwindigkeit von
1,48 m ergibt sich ein Béenreaktionsfaktor nach Daven-
port nach Gl. (101) zu

k.G 3,34-0,4
_ p X — El 9 —
G= <1+—xs ) (1+—1,48 ) 1,9

5.3.2  Wirbelerregte Querschwingungen

Bei der Umstromung eines Korpers bildet sich beein-
flusst von dessen Oberfldchenrauigkeit und der Viskosi-
tat des umstromenden Mediums zwischen dem Rand
des Storkorpers und der AuBenstromung eine diinne
Grenzschicht aus, iiber deren Dicke die Geschwindig-
keit vom Wert der freien Stromung auf null an der Kor-
peroberfliche abfillt. Von der AuBenstrémung zur
Wand des Storkorpers findet ein nichtlinearer Anstieg
der Geschwindigkeitsgradienten und damit der auf vis-
koser Reibung beruhenden Schubspannungen statt.

Durch die Kriimmung des umstromten Korpers verrin-
gert sich luvseitig der Stromungsquerschnitt und weitet
sich leeseitig wieder auf. Damit steigt die Geschwindig-
keit bis zum Scheitelpunkt der gekriimmten Bauteil-
oberfliche an und der Druck nimmt ab. Im anschlie-
Benden Bereich der Aufweitung kehren sich die Verhilt-
nisse um; die Stromungsgeschwindigkeit sinkt, wiahrend
der Druck ansteigt. Dabei werden der Grenzschicht die
Druckédnderungen der AuBenstromung aufgezwungen,
mit der Folge, dass die kinetische Energie von entlang
der Korperoberfliche durch Reibung abgebremsten
Fluidteilchen nicht mehr ausreicht, um in das Gebiet
mit ansteigendem Druck einzustromen. Dabei nehmen
die oberflichennahen Geschwindigkeitsgradienten suk-
zessive ab, bis sich bei einem Wert von null die Grenz-
schicht vom umstromten Korper 16st und in Richtung
der AuBenstromung abgelenkt wird. Vom leeseitigen
Druckgradienten angetrieben, entwickelt sich oberfla-
chennah nach dem Ablésen der Grenzschicht eine der
Hauptstromung entgegengerichtete Fluidbewegung,
die sich aufgrund viskoser Reibung zur abgelenkten,

urspriinglich oberflichennahen Fluidschicht wieder
umkehrt. Die aufsummierten Scherspannungen bilden
zusammen mit den wandnah riickwirts gerichteten
Druckunterschieden ein gegenlaufiges Kraftepaar, wel-
ches die Fluidteilchen in Rotation versetzt. Dabei wird
die Stromung eingerollt und es entsteht ein Wirbel, drei-
dimensional betrachtet eine Wirbelrohre. Wenn die
Wirbel abreiflen, driften sie in der Hauptstromung
mit und bilden im Falle alternierend auf der Gegen-
seite des umstromten Kopers abreilenden Wirbeln im
Stromungsnachlauf eine Karman'sche Wirbelstrae
(Bild 116).

Parallel zur periodischen Wirbelablosungen entwickeln
sich im Takt der Abldsefrequenz wirkende Krifte.
Stimmt die Ablosefrequenz mit Eigenfrequenzen der
Struktur iiberein, kommt es zu Resonanzeffekten, wel-
che Querschwingungen mit meist groBen Amplituden
nach sich ziehen und Strukturschddigungen verursa-
chen konnen. Die Ablosefrequenz der Wirbelablosung
und die Intensitét der Krafteinwirkung hingen von der
Windgeschwindigkeit und der Querschnittsform des
umstromten Korpers ab.

Wie sich die FlieBeigenschaften und damit auch die
Wirbelablosungen entwickeln, wird von den charakte-
ristischen Eigenschaften der Stromung bestimmt. Eine
zielfithrende Moglichkeit zur Kennzeichnung von Stro-
mungen kann {iber die Reynoldszahl erreicht werden.
Bei dieser Kennzahl handelt es sich um eine dimensi-
onslose Grofle, bei der die doppelte kinetische Energie
eines bewegten Fluids mit der Energie zur Aufrechter-
haltung der Bewegung im reibungsbehafteten Fluid
verglichen wird. Letztlich wird damit die Gegeniiber-
stellung zweier Kennzahlen beschrieben, eine, die fiir
die Aufrechterhaltung der Strdmung und eine andere,
die fiir das Abbremsen der Stromung steht.

_dev
Ty

Re (103)
Bei der Umstromung eines Kreiszylinders oder eines
Korpers mit vergleichbar abgerundeten Kanten dndert
sich bei einer fir das umstromende Medium Luft
vorausgesetzten kinematischen Zédhigkeit von v = 1,5 -
10 m?/s mit Erreichen einer kritischen Reynoldszahl
von Re =2 - 10° die Bewegung der Luftteilchen in der
Grenzschicht von einer laminaren in eine turbulente

Bild 116. Strdmungsabriss mit Karman'scher WirbelstraBe im Strdmungsnachlauf eines zylindrischen Storkorpers
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Stromung. Mit der Anderung zur turbulenten Stro-
mung wandern die Ablosestellen der Grenzschicht
beidseitig entlang des Zylinderumfangs leeseitig.
Gleichzeitig riickt der im Strdmungsnachlauf auftre-
tende Umschlag von laminarer in turbulente Stromung
direkt bis in die Grenzschichten des umstromten Kor-
pers vor. Dabei verengt sich der Stromungsnachlauf
und der Druck hinter dem Zylinder steigt an, sodass
der Stromungswiderstand abnimmt. Die deutliche An-
derung des Strémungswiderstands markiert den Uber-
gang vom unterkritischen Bereich mit kleineren Rey-
noldszahlen zum {tberkritischen sowie transkritischen
Bereich mit tiber dem kritischen Wert liegenden Rey-
noldszahlen.

Im Bereich relativ kleiner Reynoldszahlen bis Re < 50
entwickeln sich hinter dem laminar umstromten Zylin-
der zwei gegenldufig drehende, nebeneinander liegende
Wirbel. Mit ansteigender Reynoldszahl reilen die Wir-
bel alternierend ab und es kommt im Stromungsnach-
lauf zur Bildung einer stabilen Wirbelstralle. Daran
schlieBt ein Ubergangsbereich mit unregelmiBiger Wir-
belablosung an. Mit weiter steigenden Reynoldszahlen
stabilisiert sich die Wirbelablosung in einer Stromung
mit turbulenten Nachlaufzonen. Nach dem Uberschrei-
ten der kritischen Reynoldszahl ist die Stromung aus-
geprigt turbulent bei stochastischer Wirbelablosung.
Erst im transkritischen Bereich ab Reynoldszahlen Re
> 5+ 10 baut sich in der Nachlaufstromung wieder eine
Wirbelstrale mit anndhernd periodischer Wirbelablo-
sung und stabiler Ablosefrequenz auf. Damit sind ein-
deutig periodisch ablaufende Wirbelabldsungen nur im
unterkritischen und transkritischen Bereich zu finden.
Im tberkritischen Bereich kommt es zu stochastischen
Wirbelablosungen.

Bei der Umstromung von scharf begrenzten Koérpern
sind die Ablosestellen der Stromung durch die Kanten

vorgegeben. Es entféllt damit weitgehend die Abhin-
gigkeit von der Reynoldszahl.

Uber die Reynoldszahl konnten charakteristische Stro-
mungseigenschaften bestimmt werden. Zur Ermittlung
der Frequenz der Wirbelablosung steht die ebenfalls
dimensionslose Strouhalzahl St zur Verfiigung. Die
Strouhalzahl ist primir eine Funktion der Reynolds-
zahl, die mit anwachsender Turbulenzintensitit im
Stromungsnachlauf von umstromten Zylindern an-
steigt und damit eine Abhéngigkeit von der Eigenschaft
der Nachlaufstromung aufzeigt.

d
St:fk';

(104)
In den Gleichungen zur Bestimmung der Reynolds-
und der Strouhalzahl steht d im Falle eines Kreiszylin-
ders fiir den Durchmesser und bei scharfkantig be-
grenzten Korpern fiir die Projektionsbreite normal zur
Anstromrichtung. Mit v [m?/s] ist die kinematische
Zahigkeit und mit v [m/s] die Anstromgeschwindigkeit
sowie mit f die Ablosefrequenz der abreillenden und in
der Nachlaufstromung mitgefiihrten Wirbel bezeichnet.
Im unterkritischen Bereich steigt die aus Versuchen am
ruhenden Kreiszylinder abgeleitete Strouhalzahl bis zu
einer Reynoldszahl von Re = 500 an, bleibt daran an-
schlieBend bis zu Re = 10° im Mittel mit einem Wert von
0,2 nahezu konstant und steigt danach bis zur kriti-
schen Reynoldszahl wieder etwas an. Angaben zur
Strouhalzahl im tiberkritischen Bereich streuen auf-
grund der stochastischen Wirbelablosung sehr stark,
sodass mit Blick auf die aeroelastische Stabilitdt dieser
Bereich gesondert zu behandeln ist. Erst die wieder sta-
bile periodische Wirbelablosung im transkritischen Be-
reich ldsst mit einem Wert von im Mittel S = 0,3 wieder
Angaben zur Strouhalzahl zu [25] (Bild 117).

Bild 117. Qualitativer Verlauf der
Strouhalzahl und des Strémungs-
widerstands in Abhangigkeit der
Reynoldszahl [25]
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Beim Ablosen eines Wirbels von einem umstromten
Zylinder verringert sich auf der Seite des Wirbelab-
gangs die Stromungsgeschwindigkeit und wird auf der
Gegenseite erhoht [26]. Mit der kurzzeitigen Geschwin-
digkeitsdnderung ist eine Anpassung der auf den Zylin-
derumfang wirkenden Druckverteilung verbunden.
Aufsummiert verbleibt eine von der Seite der Ablosung
zur Gegenseite normal zur Anstromungsrichtung wir-
kende Kraft. Beim Ablosen eines Wirbels auf der ande-
ren Seite kehren sich die Verhéltnisse um, sodass auf
den Zylinder periodische Quertriebskrifte wirken. Bei
der kurzzeitigen Stromungsinderung bleiben die Zu-
sammenhénge zwischen der Strouhalzahl und der Rey-
noldszahl erhalten, allerdings wird bei groBeren
Schwingungsamplituden die periodische Wirbelbildung
zunehmend unterdriickt [25]. AuBBerdem kann vom zu
Querschwingungen angeregten System in einem schma-
len Frequenzband die Wirbelablosung gesteuert in der
Frequenz des schwingenden Systems erfolgen. Bei eng
zusammenliegenden Eigenfrequenzen ist durch die in
Grenzen gelenkte Wirbelablosung eine Resonanzanre-
gung in verschieden Moden mdglich, mit der Folge
entsprechend langer Schwingzeiten.

Zur Berechnung von aus wirbelerregten Querschwin-
gungen zu erwartenden Bauteilreaktionen kdnnen har-
monisch wirkende Querlasten gemal3 folgendem Ansatz
verwendet werden.

Pk =Ciy - qi - d - sin2m - £} - t) [kN/m] (105)

Der bei der Bestimmung der einwirkenden Last beno-
tigte Quertriebsbeiwert ¢, ist wie die Strouhalzahl von
der Reynoldszahl abhidngig. Mit Bezug zur Quer-
schnittsform konnen entsprechende Angaben DIN EN
1991-1-4 [20] entnommen werden. Der zur Anstromge-
schwindigkeit gehdrende Staudruck ist mit q, bezeichnet
und d steht beim Kreiszylinder wieder fiir den Durch-
messer und fi fiir die aus der Gleichung zur Strouhal-
zahl zu bestimmende Ablosefrequenz der Wirbel.

Bei einem Tragsystem sind resonanzartige Schwingun-
gen zu erwarten, wenn die Abldsefrequenz f, mit einer
Eigenfrequenz f; des Systems tibereinstimmt. Mit dieser
Kenntnis kann die jeweils kritische Windgeschwindig-
keit zu

1

:g'fi'd [m/s]

Vi (106)
berechnet werden. Dabei steht f; fiir die Eigenfrequenz
der i-ten Schwingungsform des Systems. Wird die
Strouhalzahl St zu 0,2 gesetzt, vereinfacht sich die For-

mel zu v,;=5-f;-d und der zugehdrige Staudruck
folgt zu qy; = Evaﬁ" bzw. wenn v, in [m/s] eingesetzt
Vii 5
1600 [kN/m?].
Die Quertriebslast ist nur tiber eine Wirklange L, anzu-
setzen [20]. Damit soll beriicksichtigt werden, dass bei
groBBen Bauteillingen die Wirbelablosung bereichsweise
willkiirlich auftritt und keinesfalls zeitgleich tiber die
gesamte Bauteilldnge (vgl. [10]).

wird, auch zu q,; =

Waihrend fiir die Beurteilung béeninduzierter Schwin-
gungen stochastische Ubertragungskonzepte zugrunde
zu legen sind, handelt es sich bei den wirbelinduzierten
Schwingungsphdnomen im Wesentlichen um reso-
nanzartige Schwingungsiiberh6hungen mit harmoni-
scher Anregungscharakteristik.

Beispiel 8

Fiir Rundstahlhdnger von Stabbogenbriicken (Bild 118)
stellt die Beanspruchung infolge wirbelinduzierter Quer-
schwingungen oftmals bemessungsmaBgebende Bean-
spruchungszustinde insbesondere im Hinblick auf deren
Ermidungssicherheit dar. Im Folgenden wird die Ermitt-
lung der ermiidungswirksamen Spannungsschwingbrei-
ten fiir eine Hangeranschlusskonstruktion aufgezeigt.
Um die kritische Windgeschwindigkeit gemaf Gl. (106)
ermitteln zu kénnen, ist die Kenntnis der Eigenfrequen-
zen erforderlich, wobei i.d.R. fiir Briickenhédnger die
Kenntnis der ersten beiden Eigenfrequenzen ausrei-
chend ist. Aufgrund der Biegeweichheit der Briicken-
hianger im Verhéltnis zur Dehnsteifigkeit hat die wirk-
same Hangernormalkraft einen entscheidenden Einfluss
auf die Eigenschwingzeiten und muss zwingend berick-
sichtigt werden. Das bedeutet, dass bei deren Ermitt-
lung Effekte nach Theorie II. Ordnung zu beriicksichti-
gen sind. Nach [2] konnen die Eigenfrequenzen unter
Beriicksichtigung der Zugkraft Z, der Massebelegung ,
der Knickldnge s, sowie der Biegesteifigkeit EI zu

i-n |Z EI
== 2.2
O =7 M 1+i* ¢ 7.5

ermittelt werden.

Wird exemplarisch der Hénger mit einer Linge von

17,7 m herausgegriffen, so folgt fiir eine wirksame Nor-

malzugkraft von 600 kN eine Grundeigenfrequenz von

3,4 Hz (Bild 119). Daraus folgt die kritische Wind-

geschwindigkeit zu vy ; =5-3,4-0,086=1,462 m/s

und daraus in weiterer Folge die Reynoldszahl zu
d-v, 0,086 1,462

Re = v - 15E_5 =8382.

Damit kann DIN 1991-1-4 ein Quertriebsbeiwert von

¢, = 0,7 entnommen werden. Die wirksame Quertriebs-

last resultierzt dann gemal Gl. (105) zu

(107)

v .
pkzck‘ﬁ-d'sm@n-fk-t)
=0,7 14622 0,086 - sin(2w - 1,462
=07 &0 % -sin(2m - 1,462 - t)

= 8,04 ES [kN/m] - sin(10,32 - t)

was auch durch die Angaben in [24] bestétigt werden
kann. Diese Quertriebslast wirkt auf den ersten Blick
vernachldssigend klein. Da es sich ndherungsweise um
eine resonanzartige Anregung mit harmonischer Last-
charakteristik handelt, kann der dynamische VergroB3e-
rungsfaktor zu ©/A abgeschitzt werden. In [24] wird
fiir das logarithmische Dampfungsdekrement ein Wert
von A =0,0015 angegeben. Damit folgt eine dynami-
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Bild 118. Stabbogenbriicke mit Rundstahlhéngern mit einem AuBendurchmesser von je 86 mm
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Bild 119. Abhangigkeit der ersten Eigenfrequenz von der Normalzugkraft

(dargestellt fiir die Hanger Nr. 2 bis 4)

sche Uberhohung von m/A =m/0,0015 =2094! Die
damit einhergehenden Biegemomentenbeanspruchun-
gen flihren im betrachteten Fall in Verbindung mit einer
im Hinblick auf die Bauteilermiidung ungiinstigen
Ausbildung der Hangeranschlussbleche (s. Bild 120) zu
bemessungsmaBgebenden Strukturspannungen.

5.3.3 Bewegungsinduzierte Schwingungen

Im Gegensatz zu den aufgrund von Boen in Windrich-
tung und quer dazu durch Wirbelablosungen ausgelGs-
ten Tragwerksschwingungen, entstehen selbstinduzierte
Windschwingungen aus verformungsgesteuerten Ande-
rungen der Winddruckverteilungen. Dabei verdndert
die Bewegung des Tragwerks die auf die Struktur ge-
richtete Windstromung, die in einer Riickkopplung wie-
der die auf das Tragwerk wirkenden Windkrifte an-

Bild 120. Qualitative Darstellung der Strukturspan-
nungen im Bereich der Hangeranschlusshleche

passt. Ausgelost durch eine kleine Storung wird bei
dieser Wechselwirkung der umgebenden Windstrémung
Energie entzogen, welche bei gering gedampften Trag-
werken die Eigenschwingungen ansteigend anfacht.
Anfallig sind schlanke, insbesondere biegeweiche
Strukturen, die eine aeroelastisch instabile Querschnitt-
form aufweisen.

Werden quasi-stationdre, sich mit der Bewegung der
Struktur verdndernde Luftkrifte vorausgesetzt, so wer-
den entkoppelte Biege- oder Torsionsschwingungen als
Galloping oder Divergenz und im Falle instationérer
Luftkrifte mit gekoppelten Biege- und Torsionsschwin-
gungen als Flattern bezeichnet [25]. Verfahren zur Be-
schreibung der ebenfalls durch Bewegung angefachten
Regen-Wind-induzierten Schwingungen setzen wie
beim Galloping quasi stationire, mit der Bewegung ver-
anderliche Luftkrifte voraus [29, 39].
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5.3.3.1 Galloping

Mit Galloping werden selbstinduzierte Windschwin-
gungen bezeichnet, wenn dabei Bewegungen zu beob-
achten sind, die einem galoppierenden Pferd dhneln.
Charakteristisch sind dabei Schwingungen mit niedri-
ger Frequenz bei vergleichsweise groBen Amplituden.
Der ebenfalls zur Kennzeichnung der Auslosung der
Bewegung gebriuchliche Begriff der Formanregung
weist darauf hin, dass Galloping in ausreichend elasti-
schen Strukturen nahezu unabhingig von der Quer-
schnittsform auftreten kann. Weniger anfillig sind
kreisformige Querschnitte, allerdings nur, wenn sicher-
gestellt ist, dass nicht durch z.B. Eisbesatz eine vom
Kreis abweichende Querschnittsform moglich ist.

Da im Gegensatz zu den im nachfolgenden Abschnitt
behandelten Flatterschwingungen bei den Galloping-
schwingungen entweder Bewegungen senkrecht zur
Anstromrichtung oder Torsionsschwingungen auftre-
ten, geniigt zur Beschreibung von Gallopingeffekten ein
Modell mit einem Freiheitsgrad. Verwendet werden
kann ein umstromter massebehafteter Ersatzquer-
schnitt, der auf einem Feder-Dampfungs-Element gela-
gert ist. Feder und Dampfer stehen dabei fiir die Biege-
steifigkeit und die Ddmpfung der betrachteten Struk-
tur.

In Bild 121 ist linksseitig ein schrig angestromter qua-
derformiger Korper dargestellt, dessen gleichformige
Stromung aufgrund der vom Hindernis verursachten
Einengung an der vorderen oberen Kante abrei3t und
seitlich abgedringt den Korper beschleunigt umflief3t.
An der Unterseite liegt die Stromung am Korper an. Im
Raum zwischen der Korperoberfliche und der abge-
lenkten Stromung entsteht ein in Analogie zur Fliissig-
keitsstromung mit Totwasser bezeichneter Bereich mit
turbulenter Stromung. Diese Zone steht mit der Um-
stromung in Kontakt, sodass sich Wirbel bilden und
korperseitig ein Unterdruck entsteht. Auf der Gegen-
seite erhoht sich bei Umstromung aufgrund der not-

Bild 121. Verlauf der Anregung von Gallopingschwingungen [2, 26]

wendigerweise eng beieinander liegenden Stromlinien
die Stromungsgeschwindigkeit mit der Folge eines ent-
sprechend verminderten Luftdrucks.

Eine vergleichbare Umstromung mit entsprechender
Druckverteilung entsteht, wenn sich der in Bild 121
rechtsseitig dargestellte Korper bei horizontaler Wind-
anstromrichtung in der vorgegebenen Richtung bewegt.
Bei Integration der Druckverteilungen {iber die Ober-
flaichen normal zur z-Achse verbleibt eine die Bewe-
gung antreibende resultierende Kraft. Erst wenn auf-
grund der Verschiebung, die in der Feder gespeicherte
Arbeit eine aus den Anderungen der Windstrdmung
dem System zugefiihrte Energie tibersteigt, kommt die
Bewegung zum Stillstand und kehrt sich um. Da bei der
Riickwirtsbewegung wieder gleichgerichtete dynami-
sche Windkrifte geweckt werden, wird dem System
weiter Energie zugefiihrt. Wird dem System mehr Ener-
gie zugefiihrt als durch Dampfung dissipiert werden
kann, entstehen Galloping-Schwingungen mit relativ
grofen Amplituden. Eine wirksame Dampfung kann
die Schwingungsausschldge reduzieren.

Die eine wie zuvor beschriebe Schwingbewegung auslo-
senden aerodynamischen Windkréfte sind eine Funk-
tion der Schwinggeschwindigkeit und konnen deshalb
wie eine viskose Dampfung betrachtet werden. Diese
als aerodynamische Dampfung bezeichneten Krifte
wirken bei den hier betrachteten Schwingungen den
Diampfungsreaktionen der Struktur entgegen. Uber-
steigt die aerodynamische Déampfung die Struktur-
dampfung, wird die Gesamtddmpfung negativ und das
System bezieht Anregungsenergie aus der Stromungse-
nergie des Windes. Diese selbst anfachende Schwin-
gung, bei der aus der Windstromung mehr Energie
aufgenommen als vom System dissipiert wird, setzt
oberhalb einer Anregungsgeschwindigkeit ein [2]. An-
zustreben sind deshalb Tragstrukturen, deren Einsetz-
geschwindigkeiten einen moglichst groen Abstand zu
Gallopingschwingungen auslosenden Windgeschwin-
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digkeiten haben. In DIN EN 1991-1-4 wird diese Vor-
gehensweise aufgegriffen und als Stabilitdtskriterium
eine mit vqg bezeichnete Einsetzgeschwindigkeit defi-
niert. Zusétzliche Hinweise zu den Stabilitéitskriterien
zur Vermeidung von Galloping-Torsionsschwingungen
konnen [21] entnommen werden. Da das Stabilitétskri-
terium jeweils fiir das betrachtete Bauteil gilt, sind bei
der Uberpriifung einer Gallopinganfilligkeit stets auch
lokale Windeffekte zu berticksichtigen.

Mit Verweis auf DIN EN 1991-1-4 [20] kann die Ein-
setzgeschwindigkeit v fiir entkoppelte Galloping-
Biegeschwingungen wie folgt abgeschétzt werden:
VCG:2~i»nlvy-b[m/s] (108)

aG

In obiger Gleichung steht S, fiir die strukturabhidngige
Scroutonzahl. Bei dieser auch als Massenddmpfungs-
parameter bezeichneten dimensionslosen Kenngrofe
handelt es sich um die Verkniipfung der Strukturddmp-
fung mit dem Verhiéltnis aus bewegter Bauteilmasse zu
verdringter Luftmasse. Mit n,, ist die der Untersu-
chung ausreichender Gallopingstabilitit zugrunde ge-
legte Grundfrequenz und mit b die Abmessung des
Querschnitts senkrecht zur Hauptstromungsrichtung
bezeichnet. Der im Nenner stehende Stabilititsbeiwert
ag ist von der Form des Querschnitts abhédngig. Er
kann fiir verschiedene Querschnittsgeometrien DIN
EN 1991-1-4 [20] entnommen werden.

Zur Gewihrleistung einer ausreichenden aeroelasti-
schen Stabilitdt ist gemdB [20] nachzuweisen, dass
Veg > 1,25 vy, ist. Fiir v, ist die mittlere Windgeschwin-
digkeit in der Hohe, in der Gallopingeffekte erwartet
werden, einzusetzen. Sollte die kritische Windgeschwin-
digkeit fiir wirbelinduzierte Schwingungen v, = v, das
Kriterium 0,7 < Veg/Vei < 1,5 erfiillen, ist eine gegen-
seitige Beeinflussung wahrscheinlich und Sonderunter-
suchungen werden empfohlen.

Bei nicht gekoppelten, eng beieinanderstehenden zylin-
drischen Bauwerken, wie z. B. Schornsteinen, kann es
abhdngig vom Anstromwinkel zu einer weiteren Form
bewegungsinduzierter Schwingungen, dem sogenann-
ten Interferenzgalloping kommen. Als wirkungsvolle

Bild 122. Flatterschwingungen

GegenmalBnahme wird eine Kopplung der Zylinder
empfohlen. Dabei ist jedoch zu beachten, dass auch im
Falle gekoppelter zylindrischer Bauwerke dem klassi-
schen Galloping vergleichbare Schwingungen auftreten
konnen. Zur Beurteilung der aeroelastischen Stabilitit
zur Vermeidung von Interferenzgalloping finden sich in
[2] und [20] einfach zu handhabende Kriterien.

5.3.3.2 Flattern und Divergenz

Im Gegensatz zu dem beim Galloping nur in Richtung
eines Freiheitsgrads ausweichenden System, handelt es
sich beim Flattern um eine aeroelastische Instabilitit
mit gekoppelten Biegetorsionsschwingungen. Flatter-
schwingungen und Divergenz treten bei Strukturen mit
geringer Steifigkeit und flachen Querschnitten auf. Ge-
fahrdet sind weitgespannte plattenartige Konstruktio-
nen wie Hangebriicken aber auch Hinweisschilder und
auskragende Dachkonstruktionen.

Bei cinem frei schwingenden System befinden sich die
Tragheitskrifte und die elastischen Krifte im Gleichge-
wicht. Ohne den Einfluss von Ddmpfung bleibt die
Summe aus potenzieller und kinetischer Energie tiber die
Zeit betrachtet konstant. Wird Fremdanregung ausge-
schlossen, kann eine Instabilitdt mit iiberlinear bis zum
Versagen anwachsenden Verformungen nur auftreten,
wenn das schwingende System der Umgebung, im hier
betrachteten Fall der Windstromung Energie entzieht.
Bei der Umstromung einer flattergefahrdeten Trag-
struktur entstehen an den Oberflichen abhidngig von
deren Lage zur Anstromung instationdre und nichtli-
near verlaufende Winddruckverteilungen. Die Einwir-
kungen konnen aufsummiert iiber die Querschnittran-
der zu Windwiderstandskriften, Auftriebskriften und
Momenten zusammengefasst werden [28]. Am verform-
ten System verrichten diese Krifte Arbeit. Ist die zuge-
fithrte Energie der selbstinduzierten Windreaktionen
am schwingenden System groBer als die infolge Ddmp-
fung dissipierte Arbeit, kommt es zu Flatterschwingun-
gen. Damit ist die Dampfung wie beim Galloping wie-
der ein direkter Indikator fiir die Stabilitit des schwin-
genden Systems.
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Wie beim Galloping kdnnen beim Flattern die ge-
schwindigkeitsabhdngigen Windreaktionen als aerody-
namische Dampfung aufgefasst werden, die anders als
die stets reduzierend wirkende Strukturdimpfung je
nach Phasenlage der instationdren Druckverteilung zur
verformten Lage sowohl hemmend als auch antreibend
wirken kann. Damit kann eine divergente Anregung
durch zeitabhingige Luftreaktionen entstehen, wenn
die Summe aus Strukturdimpfung und aerodynami-
scher Dampfung negativ wird und das Tragsystem da-
mit in die Lage versetzt wird, Energie aufzunehmen.
Der Fall aufgehobener Dampfung stellt damit den
Ubergang zwischen stabiler zur instabilen Schwingung
dar. Setzt dieser Effekt nur bei einem der an Flatter-
schwingungen beteiligten Freiheitsgrade ein, liegt als
Grenzfall Galloping vor, entweder wie im vorherigen
Abschnitt beschrieben, Biege- oder Torsionsgalloping.
Werden Schwingungen in Richtung der beiden betrach-
teten Freiheitsgrade angeregt und liegen die Einzelfre-
quenzen eng genug beieinander, so kommt es zur Kopp-
lung von Biege- und Torsionsschwingungen in der glei-
chen Anregungsfrequenz. Mit der Gleichschaltung
wird die Summe aus Strukturdimpfung und aerodyna-
mischer Ddmpfung beim Erreichen der kritischen An-
stromgeschwindigkeit negativ und das Tragsystem re-
agiert mit divergentem Flattern. Das eigentliche Ziel
einer Flatteranalyse ist daher die Suche nach der kriti-
schen Anstromgeschwindigkeit, bei der die Stabilitéts-
grenze gerade noch nicht erreicht wird. Zielfithrend
erweist sich auch, die Frequenzen koppelgefihrdeter
Eigenbewegungen ggf. durch Verinderungen an der
Tragstruktur soweit zu entzerren, dass die anfachende
Wirkung der Kopplung iiber Luftkréfte reduziert bis
nicht moglich wird [27].

GemdlB [20] sind Tragsysteme auf aerodynamische In-
stabilitdten wie Divergenz und Flattern zu untersuchen,
wenn es sich um Bauwerke oder Bauteile mit langge-
strecktem plattenartigem Querschnitt und Abmes-
sungsverhiltnissen von Breite zur Hohe kleiner als 0,25
handelt, deren Torsionsachse parallel zur Plattenebene
und senkrecht zur Windrichtung verlauft. Es ist eine
mindestens um das Mal3 d/4 von der luvseitigen Kante
entfernte Exzentrizitdt der Torsionsachse vorauszuset-
zen. Mit d ist in diesem Fall die Breite des Querschnitts
in Richtung der Anstrémung gemeint. Damit sind auch
aerodynamische Instabilititen von mittig oder exzent-
risch angeschlossenen Hinweisschildern und an der lee-
seitigen Kante gelagerte auskragende sowie freistehende
Konstruktionen zu beurteilen. Weiterhin muss die nied-
rigste Eigenfrequenz zu einer Torsionsschwingung ge-
horen oder die Torsionseigenfrequenz weniger als das
Doppelte der niedrigsten translatorischen Schwin-

Bild 123. Divergenz [22, 31]

gungsform betragen. Damit ist die zuvor als zielfiihrend
beschriebene Entzerrung koppelgefihrdeter Frequen-
zen zahlenméBig bewertet.

Auch die Anwendung numerischer Analyseverfahren
lasst die Bewertung einer Tragstruktur mit Blick auf
deren Anfilligkeit fiir Flatterschwingungen nur in
Grenzen zu. Meist werden Untersuchungen im Wind-
kanal durchgefithrt. DIN EN 1991-1-4 enthilt keine
Angaben zur Einsetzgeschwindigkeit von Flatter-
schwingungen [2, 20].

Im Gegensatz zur dynamischen Instabilitét, bei der die
aerodynamische Dampfung groBer als die Struktur-
ddmpfung wird, handelt es sich im Fall von Divergenz
um eine statische Instabilitét, bei der aerodynamische
Krifte wie negative Steifigkeiten wirken und damit die
Gesamtsteifigkeit des Tragsystems gegen null laufen
kann. Die aerodynamischen Windkréfte wachsen dabei
progressiv mit zunehmenden Verformungen bis zum
Erreichen der Verzweigungslast an. In Bild 123 ist ein
mittig gelagertes Tragsystem dargestellt, bei dem die
Windkrifte mit der Torsionsauslenkung ansteigen.
Die zugehorige kritische Windgeschwindigkeit, ab der
bei aerodynamischen Torsionseinwirkungen mit Diver-
genz zu rechnen ist, kann unabhéngig von der Einhal-
tung von Ausschlusskriterien gemil3 nachfolgender, in
DIN EN 1991-1-4 [20] abgedruckter Rechenvorschrift
abgeschitzt werden:

2.k
———| /9
.42 . =2
p-d” g5

0.5

(109)

Vaiy = &

Es steht kg fiir die Torsionssteifigkeit, p fiir die Dichte
der Luft, d fiir die Tiefe des Bauwerks in Windrichtung
und dgy,/d0 fiir den [20] zu entnehmenden Wert der
Ableitung des aerodynamischen Momentenbeiwerts
nach der Verdrehung um die Torsionsachse. Es ist
nachzuweisen, dass die kritische Windgeschwindigkeit
Vaiv < 2 * Vi) 18t Unter vy, ist die mittlere Windge-
schwindigkeit am gefdhrdeten Objekt zu verstehen.
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